Дисципліна: Теорія інформації та кодування
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Модуль №2.  „ Основи кодування інформації в каналах зв’язку ”
Лекція №4.  Кількість інформації та ентропія джерела. Шеннонівський підхід до кількості інформації в повідомленні та ентропія як кількісна міра невизначеності джерела повідомлень 

4.1. Кількість інформації за Хартлі та Шенноном
Повідомлення, що надходять до приймача, можуть мати більші чи менші невизначеність, імовірність появи та “загадковість”.

Об'єкт, який видає повідомлення, називається джерелом  повідомлень. Будемо вважати, що, кількість типів повідомлень обмежена наприклад, величиною q, тобто вони носять дискретний характер.

Якщо джерелом повідомлень є якась мова, то q - це кількість типів літер (алфавіт), якщо літеру вважати за окреме повідомлен​ня. В теорії інформації за повідомлення може вважатись слово, ре​чення, абзац, параграф  чи розділ і т.ін.

Набагато складніше знайти підходи, що дозволяють давати кіль​кісну оцінку інформації в тому чи іншому повідомленні.

Розвиваючи ідеї Хартлі, що зробив певний внесок в розв’язання цього питання ще в 30-і роки, Шеннон,працюючи над оцінкою ха​рактеристик перших систем передачі даних, розробив досить вдалу і конструктивну теорію інформації. Головне тут - кількісний під​хід з урахуванням імовірності повідомлень.

Звичайно, такий підхід досить вузький і тому теорія не може претендувати на те, щоб вирішувати будь-які питання, пов'язані з інформацією, але, як показало життя, вона добре описує імформаційні процеси, пов'язані з передачею даних.

Таким чином, за Шеннсном кожне повідомлення характеризуетьоя імовірністю появи,  і чим нижча імовірність, тим більше в ньому інформації. А під інформацією можна розуміти відомості про явища чи події, що відбулися чи відбудуться, але результат яких поки що невідомий.

Прості міркування показують доцільність того, щоб кількість інформації, що принесло повідомлення, пов'язувати з його імовір​ністю. Якщо ж імовірність дорівнює одиниці (тобто прихід певного повідомлення-абсолютно достовірний), то в цьому випадку кількість інформації повинна бути рівною нулю.

Виходячи із сказаного, розв'яжемо, таку задачу. Нехай є яви​ще, що може мати обмежену кількість  q  типів проявів, а саме та​кі прояви: 
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, причому відомі імовірності p(a1), р( a2) ,…, р (aq) цих проявів. Яку кількість інфор​мації. 
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 одержимо, якщо приймемо повідомлення про те, що має місце прояв 
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Згідно з ідеями Шеннона для цього випадку підходить вираз:
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(4.1)
Легко пересвідчитись, що вираз (4.1) дає вірні результати і для абсолютно достовірного повідомлення, тобто при 
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 відповідно 
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. І для інших повідомлень, де значення 
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 зростає при зменшенні значення 
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. Підкреслимо, що повідомлення пов'язують з випадковим процесом, а кількість інформації -з величиною "загадковості" повідомлення, тобто з його імовірніс​тю. Ясно, що в такому разі мова іде про ансамбль повідомлень, що являє собою повну групу подій, тобто
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Якщо домовитись, що всі повідомлення в ансамблі - рівноімовірні, то
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Значить, кількість інформації пов'язана з ансамблем і чим більше значення має q, тим більша невизначеність і тим більша кількість інформації в одному повідомлені. 

Нехай тепер ансамбль повідомлень буде наданий деяким алфаві​том із q типів літер причому домовимось, що літери - рівноімовірні, самі повідомлення — статистичне незалежні. Вирахуємо кількість інформації, яка міститься в слові із n літер.

Кількість інформації в одній літері  згідно з виразом (8.1)
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/

1

)

(

          

а

      

),

(

log

)

(

q

a

p

a

p

a

I

i

i

i

=

=


Оскільки, літери, що приходять одна за другою, статистйчко незалежні, то кількість інформації в словї, 
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  легко підрахувати:
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(4.2)

Вирішити цю задачу можна і по-іншому. Слово, що має n літер, згідно із сказаним вище можна також розглядати як повідомлення, прийому число типів повідомлень буде 
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, а, оскільки в даному випадку всі вони рівноімовірні, то відповідна імовірніcть-слова буде 
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. Тоді згідно з виразом (4.1) для  кількості інформації в слові будемо мати: 
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тобто те, що і в виразі (4.2).

Легко показати, що і в випадку, коли повідомлення не рівноімовірні, кількість інформації в отриманих якимось чином конкрет​них повідомленнях при використанні виразу (8.1) буде завжди од​нією й тією ж, незалежно від того як її рахують (за літерами, словами чи реченнями). Це принципово важливо, оскільки теорія була б хибною, якби кількість інформації в якійсь сукупності повідомлень залежала б ще й від того, як її рахують (за літерами, словами, меншими частинами чи більшими).

Цікаво відмітити, що можна було б вигадати альтернативні формулі (8.1) вирази, що відповідають двом першим умовам (чим мен​ша імовірність, тим більша кількість інформації та якщо 
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 Але в цьому випадку кількість інформації в сукупності повідомлень залежала б і від способу рахування (за літера​ми, словами і т.ін.), тому відповідні підходи виключають право на їх використання.

Підкреслимо, що вираз (8.1) дає можливість обчислити 
[image: image18.wmf])
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для випадку, коли невизначеність ("загадковість") після прийняття по​відомлення 
[image: image19.wmf]і

а

 знята до кінця. Тобто до приходу повідомлення існувала якась імовірність появи того чи іншого повідомлення 
[image: image20.wmf].
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 Після одержання повідомлення вже не існує ніяких щонайменших сумнівів про те, яке повідомлення надійшло.

В загальному випадку, передаючи інформацію на значні відстані, при одержанні сигналу 
[image: image21.wmf]і
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 тільки з деякою відносною імовірніс​тю 
[image: image22.wmf]).
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 можна, стверджувати, що прийшло повідомлення 
[image: image23.wmf]i
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, тому що корисний сигнал міг загнати спотворень від шумів в кана​лі. Значить, після прийняття сигналу 
[image: image24.wmf]і
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 наявна деяка невизначеність, що характеризується виразом 
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 Але згідно з формулою (8.1), якщо є невизначеність, то є інформація 
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  але це— інформація, яку не добрали, бо не до кінця зняли невизначеність. Яку ж кількість інформації 
[image: image27.wmf])
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 одержали в цьо​му випадку? Ясно що 
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ту, яка була б при повному занятті невизначеності 
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 мінус те, що не добрали 

Таким чином,
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(4.3)
Проаналізуємо вираз (4.3). Якщо при передачі сигналу шумів немає, то 
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 невизначеність знімається до кінця, із виразу (8.3) і одержимо формулу (8.1), як і повинно бути.

Нехай 
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 тоді з виразу (8.3) одержуємо нуль, тобто інформація відсутня, так і повинно бути, оскільки умова 
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означає, що і без передачі повідомлень сигналами 
[image: image34.wmf]i
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 можна відгадати на такому ж рівні те, що отримаємо, тобто сигнал  
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,  нічим не допоміг.

Якщо 
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 то в цьому випадку з виразу (8.3) отримаємо 
[image: image37.wmf])
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 із знаком мінус,  як і повинно бути, оскільки без сигналу краще угадати, яке повідомлення надійде, так як 
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 тобто сигнал настільки спотворений, що зава​жає правильному прийому, а знак мінус означає, що в цьому випадку наявна дезінформація.

4.2. Поняття про ентропію джерел повідомлень
Проблема визначення кількості інформації в окремих повідом​леннях є важливою, але з інформаційної точки зору не менш важли​во уміти давати оцінку джерелам повідомлень, порівнюючи їх та проводячи різкі обчислення та підрахунки. Наприклад, порівняти за ійформаційними показниками алфавіти двох мов, що розглядаються як джерела інформації за умови, що кожна літера є повідомленням. Як же характеризувати джерело повідомлень, що має їх q типів? Якщо q має невелике значення, наприклад, 2, то кількість інформа​ції можна було б визначити за формулою (8.1) для кожного із двох типів повідомлень. Але, якщо q має велике значення, наприклад, означає кількість символів у алфавіті, де  q  має значення кіль​кох десятків, то таке вирішення не підходить. В таких випадках, часто використовують невелике число показників, що узагальнюють якісь властивості, наприклад, середнє значення {середня оцінка, середня швидкість, маса людина і т. ін.).

Застосуємо такий підхід і в даному випадку:  вирахуємо середню кількість інформації на одне повідомлення  
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  для джерела 
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, що має  q  типів повідомлень. Щоб спростити розрахунки, будемо вважати, що розглядаються джерела статистичне незалежних повідомлень, 3 цих же міркувань розглянемо такий гіпотетичний приклад. Заходимо в дуже велику бібліотеку, де знаходяться книги на українській мові,  і маємо намір обчислити середню кількість інформації на одну літеру експериментально, тобто з інформаційної точки зору бажаємо оцінити українську мову як джерело повідом​лень за умови, що кожна літера - це повідомлення. Як бачимо, тут має місце ансамбль повідомлень (літерами) , 
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  для яких задані імовірності
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Переглянемо всі книги і підрахуємо, скільки там пові​домлень типу 
[image: image43.wmf]1
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 (наприклад, Q1),a2(наприклад,Q2)…,
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 (наприклад, Qq). 

Ясно, що всіх повідомлень буде 
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  а загальна кількість інформації згідно із сказаним і виразом (8.1)
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Тепер легко отримати середній показник I(a) на одне повідомлен​ня джерела a:


[image: image47.emf] 
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Але, якщо вважати, що  
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 (бібліотека дуже велика), то
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 Тоді вираз (8.4) запишемо так:
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                                         (4.5)
Дослідимо вираз (8.5). Розглянемо найпростіший випадок, коли  q=2, тобто всі джерела, що мають тільки два типи повідомлень (наприклад, орел чи рішка при підкиданні монети, справність чи несправність якогось агрегату і т.ін.). В цьому випадку, якщо  
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 а вираз (3.5) буде мати вигляд:
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Побудуємо графік відклавши по осі  У    значення величини 
[image: image53.wmf])
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, а по осі X  значення р  (рис.4.1), Як бачимо, при   р= 0 (тоді Р (a2)=I-p=1)  та при р  = І (тоді Р (a2)=I-p=0) маємо нульові середні значення кількості інформа​ції на одне повідомлення, В цьому ви​падку невизначеність повністю відсутня, тобто з Імовірністю, рівною оди​ниці, можна сказати, яке буде повідомлення наступного разу (наприклад, якийсь дуже важливий показник на АЕС, що характеризує безаварійний стан).

Найбільш середнє значення 
[image: image54.wmf])
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 буде для джерел, у яких р(а1)=p(а2)=1/2 (в даному випадку при двійковому логарифмі це значення дорівнює одиниці). Але це той випадок,  коли найтруд​ніше відгадати, яке повідомлення буде наступним, тобто джерело
найбільш "загадкове".  Інші випадки за мал.8.1 мають меншу невиз​наченість і менше значення I(α). Якщо розглянути інші джерела повідомлень, де q>2, то можна також упевнитись, що найбільше значення І(α)буде при
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 тобто при ситуації, коли найбільш складно визначити, яке повідомлення буде наступним,  і авпаки I(α)буде мати менше значення, якщо невизначеніоть буде меншою, а при її відсутності -рівне нулю (коли одне повідомлення достовірне, а інші практично неможливі через низьку імовірність появи). В такому разі можна говорити про те, що I(α) може бути  кількісною мірою невизначеності       джерела інформації, що отожнюють з ентропією джерела (ентропія—кількісний показник невизначеності). Ентропію прийнято позначати через H(a) і відповідна формула на основі формули (8.1) має такий вигляд:
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                                   (4.6)

Позначимо джерела, що мають найбільшу ентропію, через 
[image: image57.wmf]0
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 і підрахуємо для них ентропію H(α0). Врахуємо, що в цьому ви​падку 
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Із співвідношення (8.7) випливає, що ентропія буде більшою при більшому числі типів повідомлень q.

При логарифмуванні формул (8.1) та (8.6) для практичних ці​лей спеціалісти в основному використовують двійкові логарифми. В цьому випадку за одиницю інформації вважають біт - ентропію джерела з двома рівноімовірними типами повідомлень. При теоретич​них дослідженнях можна використовувати як основу натуральне чис​ло e (одиниця інформації в цьому випадку - ніт). Такий підхід спрощує одержані формули.

Не виключено використання і інших основ, наприклад, числа 10, якщо це дає користь (в цьому випадку одиниця інформації -біт).

Поняття про кількість інформації та ентропію джерел в теорії інформації являються найбільш важливими, на них будуються прак​тично всі інші викладки.

4.3. Ентропійна похибка
Вище були розглянуті джерела з кінченим числом типів пові​домлень, тобто дискретні. На практиці мають місце джерела, де повідомлення зв'язані з безперервними сигналами. Наприклад, одержання інформації з датчиків температури, тиску, швидкості, висоти та інших параметрів, на виході яких в безперервний сиг​нал - напруга. В даному випадку немає можливості вказати на кінчену кількість повідомлень та визначити їх імовірність, адже в силу безперервності сигналу значень буде нескінченне число, а імовірність будь-якого з них рівна нулю. Зрозуміло, що тут має місце безперервна випадкова величина і потрібно користуватись щільністю розподілу імовірностей.

Розглянемо випадок одномірної системи як найбільш простої, тобто маємо вихідний сигнал X  тільки з одного датчика. Будемо вважати, що щільність розподілу імовірностей 
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 і має будь-який вигляд (рис.4.2).
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Виберемо деякий інтервал 
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;   в діапазоні якого мож​на вважати, що щільність імо​вірностей від 
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 практично незмінна. Тоді про​цес можна вважати (приблизно) як дискретний, причому для 
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- повідомлення) можна задати не рівну нулю імовір​ність 
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А тепер для обчислення (приблизного) ентропії такого джере​ла можна скористатись тими ж співвідношеннями, що були одержані для дискретних джерел. На основі виразу (4.6) маємо:
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                                     (4.8)
В співвідношенні (4.8) підсумовування ведеться за всіма i, кількість яких визначається діапазоном існування X(Хтax … Хтin ) та значенням  
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  і дорівнює (Хтах--Хтіп)/ 
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 значенням . Якщо 
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 зробити досить малим (
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Враховуючи це співвідношення (8.8) запишемо так:
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У виразі (4.9) перший член зовсім не залежить від значення 
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 тобто степеня точності обчислення відповідної якості джерела по​відомлення. В той же час другий член тільки від цього і залежить і природньо йде до 
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 при 
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(це зрозуміло і не входить в протиріччя з тим, що отримали для дискретних джерел).

В теорії інформації прийнято вважати, що 
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 характеризує тільки початок відліку, а яшцо початок для всіх випадків брати один і  той же, то 
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можна не враховувати, тобто:
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                                           (4.10)
 Обґрунтуємо це з точки зору теорії інформації. Якщо припустити, що за допомогою якогось вимірювача зробили певний відлік значен​ня сигналу  X, то невизначеність знімається не до кінця, ос​кільки цьому заважає шум (тобто сигнал 
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). Це, зрозуміло, ос​кільки будь-які практичні вимірювання супроводжуються похибками, визнаними тими чи іншими причинами, які можна ототожнювати з дія​ми сигналу Хш. Тоді ентропія джерела (кількість інформації на цей відлік):   
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Відповідна ентропія   Н(Хш)  джерела шуму в цьому відліку
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а кількість інформації в цьому відліку з урахуванням шуму, тобто ентропія
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Таким чином, в співвідношенні (4.11) величина 
[image: image84.wmf]x
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 відсут​ня, оскільки вона характеризує один і той же масштаб оцінки як для корисного сигналу, так і для шуму, тобто один і той же поча​ток відліку, отже для визначення ентропії джерел безперервних по​відомлень потрібно користуватись формулою (4.10).

А тепер спробуємо використати одержані результати, наприк​лад, для оцінок точності деяких процесів з точки зору теорії ін​формації.

Відомо, що оцінки похибок через максимальні чи середньоквадратичні значення не у всіх випадках повні і коректні. Це стосу​ється тих сигналів, що мають плавні розподілення густоти імовір​ностей. Так, при нормальному законі розподілення похибок (най​більш частий випадок практики) маємо при середньоквадратичній, рівній, наприклад, 0,5 %, в середньому на кожні три відліки буде одна похибка, що становить 0,5%, на 22 відліки — одна похибка в І %, на 370 відліків - одна похибка в 1,5%, а якщо відліків 15*103, то одна похибка в 2 % і т.д, тобто середньоквадратична не дає повноти картини, а максимальна, наприклад (що прийнято), в три середньоквадратичні (в даному випадку 1,5%), теж не опи​сує явища, навіть спотворює його, оскільки з одного боку прилад не такий уже й поганий, щоб мати похибку в 1,5 %,  а з другого - хоч і рідко, а похибки можуть бути і більші.

Теорія інформації дає можливість доповнити ці характеристи​ки так, що разом з прийнятими вони давали повну картину для об'єктивного порівняння процесів чи приладів в тих чи інших умо​вах роботи.

Щоб  розібратися у цьому, зробимо обчислення ентропій шумів а різними законами розподілення імовірностей. Найбільш простим випадком можна вважати шум з прямокутним розподіленням 
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. Тут максимальна похибка не перевершує 
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  - крок кванту​вання за рівнем).

Підрахуємо ентропію на основі формули (4.10):
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В співвідношенні (4.12) використано натуральний логарифм ln, що спрощує викладки (про можливість і доцільність таких дій уже го​ворилось). З урахуванням того, що середньоквадратична похибка 
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, формулу (4.12) можна переписати так:
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Запишемо ентропію для випадку з нормальним розподіленням:
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 (4.13)
Вираз (8.13) відрізняється від виразу (8.12) тільки величиною, що стоїть під знаком логарифма. Звідси висновок: з інформаційної точки зору  однакову дезінформацію (невизначеність) вносять шуми з прямокутним чи нормальним розподілом імовірностей, якщо в них , однакові ентропії, тобто коли
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тобто дію шуму за нормальним законом розподілення можна пояснювати через прямокутний закон, вважаючи, що в першому випадку похибка дорівнює 
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Аналогічно приведеному вище можна вести подібні порівняння і з шумами з різними законами розподілення 
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Величину 
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  в співвідношенні (4.14) називають ентропійною похибкою, під якою розуміють похибку, що вносить шум з прямокутним розподіленням, якщо він має таку ж ентропію, як і шум з даним розподіленням (тобто вносить таку ж невизначеність).

Цікаво попутно встановити зв'язок між величинами 
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 , взявши відношення ентропійної похиб​ки 
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 до середньоквадратичної 
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Для прямокутного закону розподілення маємо:
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для нормального:
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Величину К  називають ентропійним коефіцієнтом і, як показують дослідження, він буде найбільшим для шуму з нормальним законом розподілення, тобто в усіх шумів однакової потужності (одне і і те ж значення 
[image: image106.wmf]s

) найбільш шкідливим (дезінформуючим) є шум з нормальним законом розподілення 
[image: image107.wmf]).
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