Модуль №1 «Структурний аналіз  лінійних САУ"
Тема 2:  Динамічні ланки та їх характеристики
2.1. Основные динамические характеристики линейных стационарных систем и звеньев
Автоматическая система в целом описывается такими же ди​намическими характеристиками, как и звено. Переходной процесс в автоматической системе должен удовлетворять определенным требованиям, то есть иметь заданное качество. В частности пе​реходный процесс должен иметь максимальную динамическую ошиб​ку (перерегулирование) меньше допустимой. Время переходного процесса должно укладываться в допустимые значения. Эти и другие показатели качества переходного процесса системы можно оценить по так называемым динамическим характеристикам.

Динамические характеристики принято делить на 2 груп​пы:

- временные динамические характеристики,

- частотные динамические характеристики.

А. Временные динамические характеристики
1. Исходной динамической характеристикой является дифференциальное уравнение, записанное в одной из форм. 
Обыкновенная форма записи
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Рис. 41, а. Переходная функция

Рис. 41,б. ИПФ

Рис. 41,в. АФЧХ
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Очевидно 
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 выходная величина (координата) системы, а 
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 -  входная,  рис. 1.
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Решение дифференциального уравнения позволяет получить полную картину как переходного процесса в системе, так и установившегося режима.

Операторная форма записи
отличается от обыкновенной только некоторой компактностью
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Операционная форма записи
позволяет от дифференциального уравнения перейти к алгебраическому 
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где 
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   - комплексная величина.

Уравнение (З) записано при нулевых начальных  условиях.
Каноническая форма записи

При представлении ММ в пространстве состояний используется каноническая форма записи уравнения (1). Вместо одного уравнения  
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-го по​
рядка записывается 
[image: image8.wmf]n

-уравнений первого порядка. Обычно
система записывается в матричной форме. Пусть уравнение задано в форме (2) при 
[image: image9.wmf]1

n

a

=

, в противном случае все коэффициенты делим 
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. Обозначим выходную переменную 
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. Тогда вместо уравнения (2) получим систему
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2. Передаточная функция системы (звена). Ее условно мож​но отнести к временным динамическим характеристикам, так как она записывается в области изображений от функций времени.

Передаточной функцией называется отношение изображения выходного сигнала 
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 к входному сигналу 
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 при нулевых начальных условиях.

Передаточную функцию формально можно получить из диффе​ренциального уравнения системы, записанного в операционной или операторной форме (2), (3)
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где 
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3. Переходная функция  системы (звена) 
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 - это реакция системы (звена) на единичный скачок при ННУ. Переходная функция может быть определена как решение дифференциального уравнения системы при  ННУ и при входном сигнале 
[image: image18.wmf](

)

(

)

1

ytt

=

. Изображение переходной функции 
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В соответствии со второй теоремой Хевисайда оригинал будет равен
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- корни характеристического уравнения 
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. Если изображение является дробно-рациональной функцией без свободного 
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 в знаменателе, то формула обратного преобразования будет иметь другой вид:
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4. Импульсная  переходная функция (ИПФ) системы (звена) 
[image: image25.wmf](
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- это реакция системы (звена) на единичный импульс при ННУ. ИПФ может быть определена как решение дифференциального уравнения системы при  ННУ и при входном сигнале 
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. Изображение ИПФ соответственно равно 
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Оригинал ИПФ определяется формулой (8). Из соотношений (6) и (8) следует, что переходная функция и ИПФ в области оригиналов (функций времени) связаны соотношениями 
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ИПФ иногда называют весовой функцией системы или функцией веса. 

Очевидно, что для оценки динамических свойств системы (звена) в равной мере может быть использована любая из временных характеристик. 

В. Частотные динамические характеристики
Важное значение для исследования систем автоматического
управления имеют частотные динамические характеристики. На
основе их использования разработаны различные инженерные методы анализа и синтеза САУ. Частотные характеристики можно получить экспериментально. Аналитические методы расчёта частотных характеристик звеньев и систем основаны на их комплексных передаточных функциях (комплексных коэффициентах усиления).


5. Комплексная передаточная функция (комплексный коэффициент усиления) это отношение изображения по Фурье выходной величины к изображению по Фурье входной величины при нулевых начальных условиях.

Изображением по Фурье функции времени называется соотношение
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Обратное преобразование Фурье осуществляется по формуле
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Известно, что интеграл от произведения единичного импульса на какую-либо временную функцию в переделах 
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 равен значению этой функции в момент подачи импульса. Вычислим преобразование Фурье от дельта-функции 
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В таком случае очевидны соотношения:
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Формально комплексный коэффициент усиления легко можно получить из передаточной функции, заменив 
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Для разомкнутой системы и для звена комплексный коэффи​циент усиления будем обозначать 
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6. Вещественная и мнимая частотные характеристики
Комплексный коэффициент усиления, как и любую комплексную величину, можно разложить на вещественную и мнимую части
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где
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 - вещественные частотные характеристики (ВЧХ) разомкнутой и замкнутой системы; 
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 - мнимые частотные характеристики (МЧХ) разомкнутой и замкнутой системы.

Из этих характеристик чаще всего используется ВЧХ замкнутой системы 
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 для построения переходного процесса по методу Солодовникова Б.В.

7. Амплитудная и фазовая частотные характеристики

Эти характеристики как правило рассматриваются для разомкнутой системы.

Любую комплексную величину можно представить в виде мо​дуля и фазы. 
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Здесь 
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где 
[image: image45.wmf](
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 - амплитудная частотная характеристика (АЧХ) системы;
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 - фазовая частотная характеристика (ФЧХ) системы. 
Обычно используется графическое изображение годографа (след конца вектора)
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 комплексного коэффициента усиления на плоскости 
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, рис. 2. [image: image346.emf]x(t) y(t)
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Рис. 1.


Эта характеристика называется амплитудной фазовой частотной характеристикой (АФЧХ). Строится она обычно для разомкнутой системы. Её можно построить аналитически, вычисляя 
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 для различных частот, если известны передаточные функции звеньев, входящих в систему. 
АФЧХ можно построить экспериментально. Для этого необхо​димо разомкнуть систему и на вход в точке размыкания подавать гармонические сигналы 
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 различной час​тоты и известной амплитуды.

Линейная система преобразует любой гармонический сигнал следующим образом: увеличивает или уменьшает амплитуду в со​ответствии со значением модуля комплексного коэффициента усиления 
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 и сдвигает по фазе ФЧХ  
[image: image55.wmf](

)

jw

. Частота и форма сигнала не изменяются, то есть 
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  8. Логарифмическая амплитудная частотная характеристика (ЛАЧХ)
Амплитудную частотную характеристику разомкнутой системы не всегда удобно изображать графически, так как ордина​ты характеристики на различных частотах отличаются друг от друга в сотни и тысячи раз. Равномерное масштаб изображение по оси частот не является рациональным, так как существенная инфор​мация о поведении системы лежит в ограниченной полосе частот. Этих недостатков лишены логарифмические амплитудные частотные характеристики системы.
Под ЛАЧХ разомкнутой системы понимают характеристику
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Единицей измерения по оси ординат является децибел [дБ]. По оси абсцисс откладываются частоты также в логарифмическом масштабе в декадах. В пределах декады частота изменяется в десять раз, рис.3.
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Рис.2. Графическое представление АФЧХ

Обычно по оси абсцисс частота откладывается в декадах с размерностью [1/с], и поэтому масштаб по оси частот становится нелинейным, а точнее  логарифмическим, рис.4.
Для облегчения работы на первых порах удобно по оси наносить значения 
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. То есть нужное значение частоты необходимо прологарифмировать и найти по верхней шкале, а по нижней шкале отметить значение. Например: 
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Рис.3. Масштабы осей ЛАЧХ
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Рис. 4. Разметка осей ЛАЧХ
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. Откладываем по эти значения по верхней шкале. Пусть
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. В таком случае 
[image: image62.wmf]1

2

 100

A

A

=

 и на одном графике эти значения  нельзя отобразить. В логарифмическом масштабе:  
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, то есть отношение ординат становится приемлемым для построения графика. Иногда совместно с ЛАЧХ рассматривается ФЧХ в логарифмическом масштабе по оси абсцисс (частот).
С помощью ЛАЧХ и ФЧХ можно исследовать только так называемые минимально-фазовые системы. Понятие о минимально-фазовых сис​темах будет определено позже.
2.2. Динамические характеристики простых звеньев

В соответствии с принятой классификацией простыми называются те звенья, дифференциальные уравнения которых в правой части содержат лишь сам входной сигнал, умноженный на коэффициент усиления звена
[image: image64.wmf]K

. 

I. Простое идеальное звено (масштабное, пропорциональное,
усилительное).
1. Звено описывается алгебраическим уравнением  
[image: image65.wmf](
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где К - коэффициент усиления звена. 

2. Передаточная функция звена 
[image: image66.wmf](
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3.
Переходная функция звена определяется из решения уравнения (16) при 
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Графическое изображение переходной функции представлено на рис. 5
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Рис. 7. Переходная функция

g(t)

T

K

T

t

Рис. 8. Импульсная переходная функция

 Переходная функция также является скачком, но на вели​чину К.

4.  ИПФ может быть определена следующим образом: 
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Следовательно, для простого идеального звена ИПФ является импульсом интенсивности К .

5.
Комплексный коэффициент усиления (ККУ) может быть получен из передаточной функции путем замены 
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 на 
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6. Вещественная и мнимая частотные характеристики опре​деляются из комплексного коэффициента усиления 
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7.
Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) равна 
[image: image74.wmf](
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, а фазовая частотная характеристика - 
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Графическое изображение АФЧХ (амплитудной фазовой частотной характеристики) представляется точкой на вещественной оси на расстоянии 
[image: image76.wmf]K

 от начала координат.
8.
Логарифмическая амплитудная частотная характеристика
ЛАЧХ равна 
[image: image77.wmf](
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 и имеет вид, представленный на рис.6  
Это прямая линия, параллельная оси частот на всем диапазоне от 
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 до 
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, которая выше оси частот, если 
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, совпадает с осью частот, если
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 и расположена ниже оси частот при 
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Очевидно, что такое звено реализовать нельзя, так как требуется одинаковый коэффициент, усиления для всех частот от нуля до бесконечности. Но так как у систем ограниченная полоса пропускания, то при наличии усилителя с полосой значи​тельно большей, чей у остальных элементов системы, этот уси​литель можно считать простым идеальным звеном. 

II. Простое апериодическое звено (инерционное, релакса​ционное и др.)

1.
Это звено описывается дифференциальным уравнением
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записанным в операционной ферме при ННУ.

В этом уравнений;


[image: image84.wmf]K

- коэффициент усиления звена; 
[image: image85.wmf]T

- постоянная времени звена.

2. Передаточную функцию получим из соотношения (17) 
[image: image86.wmf](
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3. Переходная функция   звена
В соответствии в соотношением (6) можно записать, что переходная функция 
[image: image87.wmf](
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. В соответствии со второй теоремой Хевисайда (7) можно определить переходную функцию простого апериодического звена 
[image: image88.wmf](
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, так как 
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Графическое изображение переходной функции представлено на рис.7. Это экспонента или кривая с постоянный затуха​нием. Она асимптотически стремится к прямой, параллельной оси времени на уровне
[image: image90.wmf]K

.
Проекция касательной, проведенной из любой точки экспо​ненты, на асимптоту  отсекает от последней отрезок, равный постоянной времени.
При 
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 экспонента достигает значения 
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, то есть примерно 63% от конечного значения.
При 
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 экспонента достигает значения 
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, то есть примерно 95% от конечного значения. Так как конечное значение теоретически будет достигнуто при 
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, то считают, что переходной процесс для экспоненты заканчивается при
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4.  Импульсная переходная функция.
ИПФ связана с переходной функцией соотношением (10), то для простого апериодиче​ского звена можно записать соотношение 
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Графическое изображение ИПФ имеет вид, представленный на рис. 8.

 ИПФ - это затухающая экспонента, которая при 
[image: image98.wmf]0
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 начинается на уровне 
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Рис. 5. Переходная функция
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,  а при 
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 стремится асимптотически к нулю.
5. Комплексный коэффициент усиления.

ККУ может быть получена из передаточной пункции путей замены 
[image: image101.wmf]на 
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6. Выделим вещественную и мнимую частотные характеристики. Для этого необходимо числитель и знаменатель выражения
ККУ помножить на величину, сопряженную знаменателю, то есть
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Из этого соотношения можно выделить ВЧХ и МЧХ


[image: image104.wmf](
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Графические изображения ВЧХ и МЧХ представлены не рис. 9а, б.
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Рис. 9 а. ВЧХ

Рис. 9 б. МЧХ

7. Амплитудная частотная характеристика звена может быть получена по соотношениям 
[image: image105.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

22

22

K

AWjUV

1T

w=w=w+w=

+w

. 
Фазовая частотная характеристика равна 
[image: image106.wmf](
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Фазовую частотную характеристику можно получить еще и следующий образом 
[image: image107.wmf](
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, то есть определить как разность фаз числителя и знаменателя комплексного коэффициента усиления.
Графики частотных характеристик 
[image: image108.wmf](
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 изображены на рис. 10.
[image: image354.wmf]
Для построения АФЧХ (годографа вектора комплексного коэффициента усиления) из соотношений ВЧХ и МЧХ исключим частоту.
Из уравнения ВЧХ получим 
[image: image110.wmf]22
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. Подставим эту формулу в МЧХ. После преобразований получим уравнение 
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, описывающее окружность на комплексной плоскости 
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. Центр окружности расположен на вещественной оси на расстоянии  
[image: image113.wmf]0.5K

 от начала координат, радиус окружности ра​вен
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. Если рассматривать изменение частот в интервале 
[image: image115.wmf](
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, то получим полуокружность, расположенную в чет​вертом квадранте, что следует из  рис. 9. АФЧХ простого апериодического звена изображена на рис.11.
8. Логарифмическая амплитудная частотная характеристика в соответствии с выражением (15) равна 
[image: image116.wmf](
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Построить ЛАЧХ можно было бы по точкам, но это нерацио​нально. Покажем, что с достаточной степенью точности ЛАЧХ можно заменить низкочастотной и высокочастотной асимптотами, то есть асимптотической ЛАЧХ. Преобразуем формулу, вычислив логарифм частного, получим 
[image: image117.wmf](
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, получим низкочастотную асимптоту 
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 получим высокочастотную асимптоту 
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. Сопряжение асимптот происходит на частоте 
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, рис. 12. Высокочастотная асимптота 
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 при увеличении частоты в десять раз (на одну декаду) изменяется на -20 дБ, т.е. её наклон, равен -20 дБ/дек. 
Истинная ЛАЧХ заменяется отрезками низкочастотной и высокочастотной асимптот. Штриховой линией показана ЛАЧХ, вычисленная по формуле. Максимальная ошибка, равная -3дБ  имеет место при частоте 
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, т.е. на частоте сопряжения асимптот. 
Обратим внимание на тот факт, что каждая степень 
[image: image125.wmf]p

в знаменателе ПФ увеличивает наклона на -20 дБ/дек.  
III. Простое звено второго порядка

1. Дифференциальное уравнение звена в операционной форме при ННУ:
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где 
[image: image127.wmf]K

 - коэффициент усиления звена, 
[image: image128.wmf]T

 - постоянная времени звена, 


[image: image129.wmf]x

 - логарифмический декремент затухания. При 
[image: image130.wmf]01
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 звено будет простым колебательным, при
[image: image131.wmf]1

x³

 звено может быть представлено как два апериодических звена, соединённых последовательно, при 
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 получим неустойчивое звено второго порядка.
2. Передаточная функция простого звена второго порядка:
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 звено можно разложить на два  простых апериодических звена вида 
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 корни характеристического уравнения 
[image: image136.wmf]22

210

TpTp

+x+=

.
3. Переходная функция (реакция на единичный скачок при ННУ) 
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Рис. 12. ЛАЧХ

Переходная функция может быть определена по второй теореме Хевисайда. Для простого колебательного звена (
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 , и после некоторых преобразований получим:

[image: image139.wmf](

)

00

2

1

1

t

T

htKesintcost

x

-

éù

æö

x

êú

=-w+w

ç÷

ç÷

êú

-x

èø

ëû

.
Переходная функция имеет вид, изображённый на рис. 13. По графику переходной функции можно определить параметры  звена 
[image: image140.wmf]K,T,
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 не изменяется, а касательная, проведенная к огибающей в любой точке, имеет проекцию на асимптоту, равную 
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  можно вычислить из системы уравнений:
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4. Импульсная переходная функция (ИПФ).

Для простого колебательного звена ИПФ будет равна
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. График ИПФ представлен на рис. 14. 
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Рис. 10 а. АЧХ

Рис. 10 б. ФЧХ
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По ИПФ, использую соотношения для проекции касательной и периода колебаний, вычисляются 
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, а затем определяется коэффициент усиления 
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5. Комплексный коэффициент усиления (ККУ)

ККУ (КПФ) может быть получен заменой 
[image: image149.wmf]p

 на 
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 в ПФ звена, то есть
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6. Вещественная и мнимая частотные характеристики (ВЧХ, МЧХ) могут быть выделены из ККУ:
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Графики ВЧХ, и МЧХ представлены на рис. 15 и 16.
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Рис. 14. Импульсная переходная фукция
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7. Амплитудная и фазовая частотные характеристики простого колебательного звена (АЧХ, ФЧХ). Эти характеристики могут быть получены из соотношений 
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Графики АЧХ и ФЧХ представлены на рис. 17 и 18.
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Годограф вектора ККУ можно построить на комплексной плоскости, либо используя ВЧХ и МЧХ, либо – АЧХ и ФЧХ. График АФЧХ представлен на рис. 19. Очевидно, чем меньше 
[image: image154.wmf]x

, тем ниже будет проходит график. Анализ выражений для ВЧХ  и МЧХ показывает, что МЧХ не меняет знак при изменении частоты от 0 до 
[image: image155.wmf]¥

, а ВЧХ изменяет знак при 
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8. Логарифмическая амплитудная частотная характеристика (ЛАЧХ).

Для простого колебательного звена ЛАЧХ можно построить по формуле 
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Следовательно, высокочастотная асимптота ЛАЧХ простого колебательного звена проходит при 
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 с наклоном 
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, то есть при изменении частоты в 10 раз приводит к уменьшению ординаты на 40 дБ. Асимптотическая ЛАЧХ  простого колебательного звена представлена на рис.20. На этом же рисунке изображены рассчитанные при различных декрементах затухания 
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 ЛАЧХ.  
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Рис. 17. АЧХ

Рис. 18. ФЧХ

У простого колебательного зваена порядок знаменателя 
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, что соответствует результирующему наклону ЛАЧХ на высоких частотах 
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. Очевидно, что увеличение порядка знаменателя по сравнению с простым апериодическим звеном на единицу увеличивает наклон характеристики на 
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Рассчитная  аналитически ЛАЧХ отличается от асимптотической, рис. 20. Определим ошибку на частоте 
[image: image170.wmf]с
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 ошибку асимптотической ЛАЧХ  при различных декрементах затухания 
[image: image171.wmf]x
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Из таблицы видно, что ошибка не будет превышать 6 дБ, если декремент затухания принимает значения 
[image: image173.wmf]0251
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. Из рис.20 следует, что с уменьшением
[image: image174.wmf]x

резонансный пик увеличивается. Очевидно, что асимптотическими ЛАЧХ простого колебательного звена можно пользоваться при 
[image: image175.wmf]03507
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, ошибка при этом не будет превышать 3 дБ.

2.3. Динамические характеристика непростых звеньев

Если дифференциальные уравнения в правой части кроме входного сигнала содержит ещё какие-то его преобразования, то такое звено называется непростым.
IV. Идеальное дифференцирующее звено

1. Дифференциальное уравнение звена в операционной форме при ННУ имеет вид 
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2. Передаточная функция звена в соответствии с соотношением (5) имеет вид 
[image: image177.wmf](
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. Очевидно, что эта ПФ физически нереализуемо, так как 
[image: image178.wmf]10

m,n

==

. 
3. Переходная фракция звена - это его реакция на единичный скачок при ННУ. Для идеального дифференцирующего звена получим 
[image: image179.wmf]d

 - дельта функцию интенсивности 
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: 
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 - коэффициент усиления звена.

4. Импульсная переходная функция - это реакция звена на единичный скачок при ННУ, то есть 
[image: image183.wmf](
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 , и ИПФ идеального дифференцирующего звена равна 
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5. Комплексный коэффициент усиления получим из передаточной функции,  заменив 
[image: image186.wmf]p

 на
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: 
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6. Соответственно вещественная и мнимая частотные характеристики равны: ВЧХ - 
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7. Амплитудная частотная характеристика (АЧХ) равна 
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, а фазовая частотная характеристика (ФЧХ) - 
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Графики АЧХ и ФЧХ представлены на рис. 21
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Графическое представление АФЧХ соответствует прямой линии, совпадающей с положительной мнимой осью, которая при 
[image: image193.wmf]w®¥

 уходит в бесконечность, рис. 22. [image: image361.emf]2 / 
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8. ЛАЧХ идеального дифференцирующего звена, в соответствии с её передаточной функцией, равна 
[image: image194.wmf](
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. Изменение частоты в 10 раз приводит к увеличению ординаты на 20 дБ. То есть это прямая линия, которая пересекает ось частот при 
[image: image195.wmf]1
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 с наклоном +20 дБ/дек. График ЛАЧХ представлен на рис.23.
По виду АЧХ и ЛАЧХ видно, что комплексный коэффициент усиления идеального дифференцирующего звена увеличивается по модулю  увеличением частоты. Такое звено физически не может быть реализовано. В реальных устройствах с увеличением частоты коэффициент усиления с ростом частоты убывает. На частотах больших, чем некоторая частота 
[image: image196.wmf]п
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, коэффициент усиления практически становится равным нулю. Частота 
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 определяет полосу пропускания устройства.    
V. Идеальное интегрирующее звено
Звено называется идеальным в соответствии с принятой классификацией, но при этом является физически реализуемым.

1. Дифференциальное уравнение звена в операционной форме при нулевых начальных условиях имеет вид 
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 где 
[image: image199.wmf]K

- коэффициент усиления. 

2. Передаточная функция формально определяется из дифференциального уравнения звена в операционной форме, записанного при нулевых начальных условиях 
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, то есть звено физически реализуемое.

3. Реакция на единичный скачок 
[image: image203.wmf](
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 при ННУ, то есть переходная функция идеального интегрирующего звена равна 
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. График переходной функции изображён на рис. 24
4. Реакция на единичный импульс 
[image: image205.wmf](
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 при ННУ, то есть ИПФ идеального интегрирующего звена равна 
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- скачок интенсивности 
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5. Заменив в передаточной функции 
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на
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, получим комплексную передаточную функцию 
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6. Выделим из КПФ мнимую и вещественную части и получим:             ВЧХ-
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7. Амплитудная частотная характеристика равна 
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Графики АЧХ и ФЧХ изображены на рис 25 а, б соответственно.
 Представленная на рис. 26 а АФЧХ – это прямая, совпадающая с отрицательной мнимой осью. При 
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, то есть АФЧХ попадает в начало координат.

[image: image362.emf]h(t)

t

t

h

m

arctgK

m









Рис. 24. Переходная функция

ω

 

A



Рис. 25. а. АЧХ

  



2





Рис. 25. б.ФЧХ

8. Определим ЛАЧХ идеального интегрирующего звена 
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. Увеличение частоты в 10раз приводит к уменьшению ординаты на 
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дБ, рис. 27. 
Следовательно, ЛАЧХ идеального интегрирующего звена – это прямая, пересекающая ось частот при 
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 и имеющая наклон 
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VI. Дифференцирующее апериодическое звено (реальное дифференцирующее звено)
Реальное дифференцирующее звено используется при необходимости дифференцировать сигналы, так как идеальное физически не реализуется. 

При дифференцировании электрических сигналов используется цепочка 
[image: image223.wmf]R,C

 или дифференцирующий трансформатор. Для дифференцирования механических перемещений используются гидравлические и пневматические демпферы ("изодромы"). 

1. Дифференциальное уравнение звена в операционной форме при ННУ имеет вид 

[image: image224.wmf](

)

(

)

(

)

1

TpxpKpyp

+=

,                                                                     (21)
где 
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постоянная времени звена, 
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 коэффициент усиления.

2. В соответствии с уравнением ПФ равна 
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, то есть звено физически реализуемое.

3. Переходное функция звена – это реакция на единичный скачок при ННУ. Используя вторую теорему Хевисайда, получим 
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. Переходная функция дифференцирующего апериодического звена совпадает с ИПФ простого апериодического звена. 
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4. ИПФ может быть найдена в результате дифференцирования переходной функции: 
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. Графики переходной и импульсной переходной функции приведены на рис. 28.

5. Комплексный коэффициент усиления звена равен 
[image: image231.wmf](
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6. Вещественную и мнимую частотные характеристики получим, умножив числитель и знаменатель ККУ на сопряженную с знаменателем величину: 
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. Графики этих характеристик представлены на рис.29, а и б.

 7. Амплитудную и фазовую частотные характеристики можно представить как модуль и фазу ККУ:

[image: image233.wmf](

)

22

1

1

jKK

A

jT

T

ww

w==

+w

+w

;   
[image: image234.wmf](

)

(

)

12

jK

argarctgT

jT

wp

jw==-w

+w

. Графики частотных характеристик представлены на рис. 30, а и б. 
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Рис. 28 б. ИПФ
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Если из соотношений для 
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исключить частоту 
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, то получим уравнение, отображающее АФЧХ звена на комплексной плоскости в виде
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. Очевидно, что это уравнение окружности на комплексной плоскости с центром в точке 
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 на вещественной оси и с таким же радиусом. При изменении 
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 от 0 до 
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 получим полуокружность в первом квадранте, рис. 31.
8. При построении АЧХ реальное дифференцирующее звено представим как последовательное соединение идеального дифференцирующего звена с передаточной функцией 
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. Таким образом, ЛАЧХ реального дифференцирующего звена можно представить как сумму ЛАЧХ: 
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, как сумма первых двух, изображены на рис. 32. При изменении частоты в 10 раз на нижних частотах до 
[image: image249.wmf]c

1

T

w=

 ЛАЧХ 
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 увеличивается на 20 дБ, то есть имеет наклон равный 20 дБ/дек. На верхних частотах наклон равен 0, так как начинают сказываться свойства простого апериодического звена.
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Максимальная погрешность, как и в случае простого апериодического звена, имеет место на частоте   и равна -3дБ. Если 
[image: image251.wmf]KT
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, то характеристика полностью будет расположена ниже оси частот.
На рис. 33 представлены некоторые реализации реального дифференцирующего звена, которые применяются  в САУ.
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Передаточная функция цепочки 
[image: image252.wmf]RC

 определяется как отношение выходного сопротивления к входному сопротивлению в операционной форме и при ННУ: 
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, где постоянная времени 
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. Высокочастотная часть ЛАЧХ совпадает с осью абсцисс, то есть, равна 0.
Передаточная функция дифференцирующего трансформатора равна 
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постоянная времени, а 
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 коэффициент усиления, где 
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индуктивность и активное сопротивление входной обмотки трансформатора, 
[image: image259.wmf]M

-

взаимная индуктивность обмоток.
Передаточная функция демпфера определяется как отношение выходного перемещения цилиндра 2 к входному перемещению штока 1 в операционной форме при ННУ: 
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, где постоянная времени 
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 коэффициент трения, зависит от вязкости среды (жидкость, газ), диаметра и длины калиброванных отверстий поршня 3, 
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VII. Апериодическое звено с введением производной.

Это звено используется в качестве последовательного корректирующего устройства в тех случаях, когда в законе управления присутствуют сигнал и его производная, то есть при реализации ПД регуляторов. 
1. Дифференциальное уравнение звена в операционной форме при ННУ имеет вид 
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Здесь 
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 коэффициент усиления, 
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 постоянная времени, 
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 коэффициент при первой производной с размерностью [c].

2. Передаточная функция звена равна 
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 и звено физически реализуемо.
3. Переходную функцию определим с помощью второй теоремы Хевисайда: 
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График переходной функции представлен на рис. 34. Из приведенных графиков видно, что при 
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 преобладают свойства дифференцирующего звена, а при  
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 свойства апериодического звена.
4. ИПФ найдём как производную от переходной функции.
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. График ИПФ изображен рис. 35.
5. Заменив в передаточной функции 
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6. Умножив числитель и знаменатель на сопряжённую знаменателю величину 
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Графики этих характеристик при 
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 представлены на рис. 36.
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7. Амплитудную и фазовую частотные характеристики получим как модуль и аргумент ККУ: 
[image: image282.wmf](

)

(

)

22

1

22

1

1

T

AWjK

T

+w

w=w=

+w

,    
[image: image283.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

2

1

1

TT

argWjarctgTarctgTarctg

TT

w-

jw=w=w-w=

+w

.
Для построения АФЧХ необходимо исключить из формул ВЧХ и МЧХ частоту, в результате получим уравнение окружности в виде 
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Центр окружности смещён в положительную сторону по вещественной оси на 
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. Если рассматривать только положительные частоты от 0 до
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 неположительная функция и АФЧХ будет представлено полуокружностью в четвёртом квадранте, а при 
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 неотрицательная функция и рассматривается полуокружность в первом квадранте комплексной плоскости, рис. 37.
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Максимум отставания 
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по фазе имеет место на частоте 
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 свойства дифференцирующего звена.
8. При построении ЛАЧХ удобно звено разложить на три простых звена 
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простое апериодическое звено; 
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 идеальное звено с введением производной. Очевидно, что АЧХ звена имеет вид 
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. В таком случае ЛАЧХ звена будет равна сумме ЛАЧХ отдельных звеньев, то есть 
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На рис. 38 приведены ЛАЧХ апериодического звена с введением производной при 
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Апериодическое звено с введением производной можно реализовать на цепочке 
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, рис. 39.
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Передаточную функцию цепочки можно получить делением выходного сопротивления на входное сопротивление в операционной форме. Некоторые характеристики эти цепочек как динамических звеньев приведены ниже:
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VIII. Идеальное звено с запаздыванием (звено чистого запаздывания, транспортного запаздывания)
Запаздывание принципиально отличается ох инерционности. Если при инерционности реакция на входное воздействие появ​ляется с началом действия входного сигнала и требуется не​которое время для установления процесса на выходе, то при чистом запаздывании реакция на входное воздействие появляется через время 
[image: image310.wmf]t

, определявшее время запаздывания, то есть
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1. Уравнение звена чистого запаздывания в операционной форме определяется оператором сдвига 
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где 
[image: image313.wmf]t-

время запаздывания.
2. Передаточная функция звена чистого запаздывания равна 
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3. Переходная функция звена чистого запаздывания – это единичный скачок, сдвинутый на время запаздывания 
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4. ИПФ звена чистого запаздывания - это единичный импульс, сдвинутый на время запаздывания 
[image: image317.wmf]t
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5. Комплексный коэффициент усиления звена равен 
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6. Вещественная и мнимая характеристики определяется по ККУ по формуле тригонометрической формы комплексного числа (формула Эйлера): 
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7. АЧХ равна 
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. Графики АЧХ и ФЧХ  представлены на рис. 40.
 
[image: image324.emf]1

t

A(ω)

ω

, 1/с

  

Рис. 40, а. АЧХ звена

Рис. 40, б. ФЧХ звена

 

jV



 

U



0



1

Рис. 40, в. АФЧХ звена

   
АФЧХ звена чистого запаздывания – это единичная окружность с центром в начале координат, рис. 40,в.

8. ЛАЧХ звена чистого запаздывания 
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IX. Апериодическое звено с запаздыванием
1. Дифференциальное уравнение в операционной форме при нулевых начальных условиях 
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Здесь 
[image: image327.wmf]T

-

постоянная времени инерционного апериодического звена, 
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 время чистого запаздывания.

2. ПФ в соответствии с уравнением равна 
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3. Переходная функция соответствует переходной функции простого апериодического звена,  смещенной вправо на величину 
[image: image330.wmf]t

, то есть 
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. График переходной функции изображен на рис. 41, а.

4. ИПФ также смещена на время  
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 вправо, то есть равна 
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. График ИПФ изображен на рис. 41, б.

5. ККУ получим из ПФ, подставив в неё вместо 
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, в результате получим 
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6. Вещественная и мнимая частотные характеристики равны: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image338.wmf](
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7. АЧХ апериодического звена с запаздыванием не отличается от таковой для простого апериодического звена и равна 
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, то есть учитывает отставание по фазе, вносимое инерционностью простого апериодического звена и чистым запаздыванием. 
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Рис. 38. ЛАЧХ апериодического звена с введением производной
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АФЧХ звена показана на рис. 41, в. С увеличением частоты 
[image: image341.wmf]w

 отставание по фазе вносимое запаздыванием растёт, и кривая АФЧХ навивается на начало координат.  

8. ЛАЧХ апериодического звена с запаздыванием не отличается от таковой для простого апериодического звена и равна 
[image: image342.wmf](
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. Истинную ЛАЧХ с теми же допущениями можно заменить асимптотической. 

2.4. Динамические характеристики систем
Системы автоматического управления описываются такими же
динамическими характеристиками, что и звенья:
1. Дифференциальное уравнение в одной из форм записи. 
2. Передаточные функции (используются как для разомкнутых, так и для замкнутых систем).
3. Переходная функция.
4. Импульсная переходная функция.
5. Комплексный коэффициент усиления (обычно используется для разомкнутой системы).

6. ВЧХ и МЧХ. Обычно используется ВЧХ замкнутой системы
для построения переходного процесса.

7. АЧХ, ФЧХ и АФЧХ. Чаще используется АФЧХ разомкну​той системы при исследовании устойчивости замкнутой.
8. ЛАЧХ. При синтезе и анализе замкнутой системы используется ЛАЧХ разомкнутой системы. 
Для разомкнутой системы 
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, то есть ЛАЧХ разомкнутой системы (последовательно соединен​ных звеньев) можно построить, как сумму ЛАЧХ отдельных звеньев, входящих в это соединение. Суммировать можно графи​чески. 
ЛАЧХ можно использовать лишь для минимально-фазовых систем и звеньев.

Минимально-фазовые - это такие система и звенья, которые не имеют нулей и  полюсов в правой полуплоскости.
Нули - это корни полинома числителя передаточной функции.
Полюса - это корни полинома знаменателя передаточной функции, то есть корни характеристического уравнения.
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