Модуль № 2 «Стійкість та якість лінійних стаціонарних САУ»

Тема 1:  Стійкість лінійних стаціонарних САУ

1.1. Определение устойчивости движения

Одним из основных требований, предъявляемых к САУ, является устойчивость переходных процессов. Основоположником учения об устойчивости движения динамических систем является российский математик академик А.М. Ляпунов. Он ввёл точное математическое определение устойчивости и разработал основные теоретические положения об устойчивости движения

Прежде чем перейти к определению устойчивости по Ляпунову, рассмотрим описательную формулировку устойчивости. 

Если система устойчива, то она, будучи выведена из состояния равновесия под действием какой-то внешней силы, самостоятельно возвращается к этому состоянию равновесия с некоторой точностью после прекращения действия внешнего возмущения. В противном случае система неустойчива. На рис.1 приведены примеры устойчивой и неустойчивой системы.

На рис.2 изображен маятник. Если отсутствует трение в точке подвеса и сопротивление среды, то маятник совершает незатухающие колебания 
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Рис.20.

D                   разбиение

. В этом случае устойчивость движения рассматривается относительно незатухающих колебаний. 
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Ляпунов А.М. в 1892 г. ввёл понятие возмущённого и невозмущённого движения. Невозмущённое движение соответствует программному (установившемуся) режиму, а возмущённое – переходному режиму. На рис.3 приведены примеры возмущённого и невозмущённого движений. Из этих рисунков следует, что невозмущённое движение может соответствовать установившемуся режиму или программному движению системы 
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Дадим более строгое определение устойчивости. Система (рис.4) устойчива, если 
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где 
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 - ограниченная положительная величина. Очевидно, что            
[image: image6.wmf](

)

(

)

(

)

0

t

xtgytd

=t-tt

ò

.                                                          (2)

[image: image7.emf]x

t



*

xt



xt

x

t



*

xt



xt



yt



xt

Рис. 3 а. Система стабилизации

Рис. 3 б. Следящая система

Рис. 4. САУ


Пусть возмущение ограничено по модулю 
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положительная величина, не равная бесконечности. Учитывая сделанные выше допущения, можно записать
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Следовательно, 
[image: image10.wmf](

)

xtc

<h=e

 (
[image: image11.wmf]e

-заданное положительное число), и 
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Приведенные выше соображения позволяют перейти к формулировке понятия устойчивости движения по Ляпунову. Пусть 
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возмущенное движение системы, 
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 невозмущенное движение системы, 
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отклонение возмущенного движения от невозмущенного движения, рис. 3. Сформулируем теорему об устойчивости движения.
Теорема. Невозмущенное движение системы 
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 будет устойчивым относительно возмущенного движения 
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, если для всякого 
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, как бы мало оно не было, можно подобрать такое 
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, для которого при  любом 
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 из условия 
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  следует неравенство 
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. Здесь 
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начальный момент времени.
Условие 
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 требует ограничения начальных возмущений  достаточно малыми величинами.
В реальных условиях не всегда удается получить такие начальные условия.

Поэтому в теорий автоматического управления при​няло различать устойчивость в "малом"; и устойчивость в "большом".
Система устойчива в "большом", если она устойчива при любых возмущениях, в противном случае говорят, что она устой​чива в "малом". Определение, данное А.М. Ляпуновым, относится к устойчивости в "малом". 

Для реальных систем вводится понятие технической устой​чивости. Система автоматического регулирования будет технически устойчивой при непрерывном воздействий на нее случайных возмущений, если отклонение регулируемой величины 
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 от ее установившегося значения по модулю не выходит за пределы некоторой малой величины 
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, и если изменение начальных условий ее движения и возмущающие не превосходят по модулю некоторых других малых величин 
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Устойчивость по Ляпунову при 
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 называют асимптотической устойчивостью  подчеркивая этим предельное состояние системы.
1.2. Исходные данные для исследования устойчивости САУ

Дифференциальное уравнение системы содержит полную информацию о качестве системы, в том числе и об устойчивости. Уравнение движения линеаризованной системы имеет вид:
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Устойчивость системы определяется свободной составляющей движения системы, то есть решением однородного уравнения (4) при правой части равной нулю. Запишем однородное уравнение в операционной форме
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Решение однородного дифференциального уравнения имеет вид
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где 
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постоянные интегрирования, зависящие от начальных условий, 
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корни характеристического уравнения
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При вещественных коэффициентах характеристического уравнения корни либо вещественные -
[image: image37.wmf]n

a

, а если комплексные, то обязательно сопряженные - 
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Учитывая замечание о составе корней характеристического уравнения (7), решение (6) представим  в виде
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Очевидно, что решение (8) стремится к нулю (система устойчива), если каждое слагаемое в правой части стремится к нулю, что может иметь место только при условии отрицательности вещественных частей всех 
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 корней характеристического уравнения (7).

Если вещественный или комплексный корень имеет кратность 
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, то среди слагаемых, вошедших в решение (8), будут члены вида:
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При отрицательности вещественных частей корней характеристического уравнения экспонента убывает быстрее, чем увеличивается многочлен от времени 
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, поэтому наличие кратных корней в этом случае на устойчивость не будет влиять, так как 
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Если имеется один нулевой или пара чисто мнимых корней: 
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, то система находится на границе устойчивости. При наличии двух и более кратных корней с вещественной частью равной нулю, система неустойчива. 

Для оценки устойчивости корни характеристического уравнения принято изображать на комплексной плоскости 
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, рис. 5.
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   а) Система устойчива        б) Система неустойчива                 в) Система на границе устойчивости

                                                                                         Рис. 5.

 
Если система устойчива, то все корни характеристического уравнения расположены в левой полуплоскости плоскости комплексной переменной 
[image: image48.wmf]p

, рис.5 а. При наличии хотя бы одного корня в правой полуплоскости система становится неустойчивой. рис. 5 б. Если кроме корней, расположенных в левой полуплоскости, есть нулевой или пара чисто мнимых корней, то система находится на границе устойчивости.

Таким образом, необходимым и достаточным  условием устойчивости движения САУ является отрицательность вещественных частей всех корней характеристического уравнения системы (7).
1.3. Необходимые условия устойчивости САУ
 Для суждения об устойчивости необходимо определить все корни характеристического уравнения системы. Задача определе​ния корней алгебраического уравнения является трудной, особенно для уравнений выше 4-й степени. Поэтому возникла потребность в отыскании  таких способов оценки устойчивости динамической системы, которые позволяли бы избежать трудностей, возникающих при определении корней характеристического уравнения. То есть необходимо, исходя из изложенных выше требований к корням характеристического уравнения и их связи с коэффициентами уравнения, выработать требования к этим коэффициентам, удовлетворение которых обеспечило бы устойчивость.
Таким требованием является, прежде всего, положительность всех коэффициентов характеристического уравнения. Для доказательства этого положения используем формулы Виета для коэффициентов алгебраического уравнения. В соответствии с теоремой Безу любой алгебраический многочлен, корни которого 
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 известны, можно разложить на множители: 
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Если все корни вещественные и отрицательные, то в соотношение (10) после умножения и приведения подобных членов получим только положительные коэффициенты.  Если есть пары комплексно-сопряжённых корней, то каждая из этих пар образует сомножитель вида 
[image: image51.wmf](

)

(

)

(

)

222

2

iiiiiii

pjpjpp

éùéù

-a+w-a-w=-a+a+w

ëûëû

, которые приумножении образуют только положительные коэффициенты.

Таким образом, для устойчивости системы необходимо (но недостаточно), чтобы все коэффициенты характеристического уравнения были положительные.   
Для системы порядка не выше второго это условие будет необходимым и достаточным для устойчивости.
1. 4. Теоремы Ляпунова об устойчивости линеаризованных систем 

Возникает вопрос можно ли использовать линеаризованное уравнение для исследования устойчивости исходной нелинейной системы? Ответ на этот вопрос дал А.М. Ляпунов в своих теоремах. Линеаризованные уравнения системы он назвал уравне​ниями первого приближения. Приведем формулировку трех его тео​рем без доказательства.
1. Если характеристическое уравнение линеаризованной сис​темы имеет все корни с отрицательными вещественными частями, то движение исходной нелинейной систему будет устойчиво, неза​висимо от значения отбрасываемых при линеаризации членов выс​ших порядков малости.
2. Если характеристическое уравнение линеаризованной системы имеет хотя бы один корень с положительной вещественной частью, то движение исходной системы будет неустойчивым неза​висимо от значения отбрасываемых при линеаризации членов выс​ших порядков малости.
3. При наличии нулевых и чисто мнимых корней характеристического уравнения линеаризованной системы значение членов второго и высших порядков могут играть определяющую роль и поэтому их влияние на устойчивость движений исходной системы должно быть исследовано дополнительно.
Благодаря. теоремам Ляпунова становится оправданным использование линеаризованных.уравнений для исследования устойчивости исходных систем. Иначе говоря, если линеаризованная система устойчива (неустойчива), то устойчива (неустойчива) исходная нелинейная система. Если линеаризованная система на​ходится на границе устойчивости, то для определения устойчи​вости исходной нелинейной системы требуются дополнительные исследования.
1.5. Алгебраические критерии устойчивости
Поскольку положительность коэффициентов характеристического уравнения систем порядка выше второго не является достаточным условием устойчивости, то возникла необходимость искать дополнительные условия, накладываемые на коэффициенты характерис​тического уравнения, соблюдение которых обеспечивает устойчи​вость системы.
Так возникли различного рода критерии устойчивости. Пер​вый критерий устойчивости для системы третьего порядка в удобной для использования форме был предложен основоположни​ком теории автоматического регулирования русским ученым Вышнеградским И.А.
1. Критерий устойчивости Вышнеградского
Для устойчивости линейной стационарной системы 3-го по​рядка с характеристическим уравнением
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необходимо и достаточно соблюдение двух условий:
а)
положительность всех коэффициентов характеристического уравнения.
б)
произведение коэффициентов при средних членах должно
быть больше произведения при крайних членах
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Покажем это. Запишем характеристическое уравнение в без​размерной форме (нормируем его, как это сделал Вышнеградский). Для этого обозначим
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После деления уравнения (3.II) на 
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 и подстановки (3.13) получим нормированное характеристическое уравнение
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где 
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Теперь условия устойчивости имеют вид
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Условия (15) являются условиями необходимыми и достаточными для устойчивости систем только третьего порядка.

2. Критерий устойчивости Гурвица

Этот критерий применим для оценки устойчивости систем любого порядка. Пусть задано характеристическое уравнение системы 
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Из коэффициентов характеристического уравнения составляется определитель Гурвица по следующему правилу. По диагонали выписываются все коэффициенты, начиная с 
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 (сверху вниз и направо). Выше диагонали вписываются коэффициенты с убывающими индексами, а ниже – с возрастающими. Диагональные миноры получаются последовательным вычёркиванием справа и снизу столбцов и строк до самого младшего минора 
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Сформулируем критерий Гурвица:
Для устойчивости обыкновенной линейной системы любого порядка необходимо и достаточно, чтобы при положительных коэффициентах характеристического уравнения выполнялись неравенства
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то есть определитель Гурвица и его диагональные миноры должны быть больше нуля. Миноры целесообразно вычислять, начиная с младших.

Примеры: 
1. Пусть задано характеристическое уравнение системы 3-го порядка (11). Все коэффициенты положительные. Составим определитель Гурвица и выделим его диагональные миноры:
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. Очевидно, что выполнение условия 
[image: image69.wmf]2
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 для системы третьего порядка будет достаточным, т.е. условие устойчивости имеет вид 
[image: image70.wmf]2130
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, что соответствует критерию Вышнеградского (12).
2. Пусть задано характеристическое уравнение системы 4-го порядка. Все коэффициенты положительные. Составим определитель Гурвица и выделим его диагональные миноры:
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. Очевидно, что 
[image: image72.wmf]3
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 для системы четвёртого порядка будет достаточным, так как при этом  выполняется 
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, а 
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не может иметь место при 
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. Таким образом, для системы 4-го порядка условие устойчивости сводится к выполнению неравенства 
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1.6.  Графоаналитический критерий устойчивости Михайлова
Б 1938 году Михайлов А,В. предложил графоаналитический критерий устойчивости, позволяющей оцени​вать устойчивость, судить о степени устойчивости и устанав​ливать, если необходимо, влияние каждого звена системы на устойчивость процесса в целом.
В алгебраических критериях устойчивости накладывались определенные ограничения на коэффициенты характеристического уравнения, В графоаналитическом критерии это требование обу​славливает особое расположение кривой, которая характеризует динамические свойства системы, то есть об устойчивости систе​мы судят по так называемой кривой Михайлова.
Прежде, чем сформулировать критерий, рассмотрим порядок построения и свойстве кривой Михайлова. Характеристический полином системы 
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называется полином Михайлова, где 
[image: image78.wmf]p
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независимая переменная.
Уравнение вектора Михайлова получается из уравнения (18) при замене 
[image: image79.wmf]p

 на 
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. После подстановки 
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 получим комплексный вектор 
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где 
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След конца вектора 
[image: image84.wmf](
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при изменении 
[image: image85.wmf]w

 от 0 до (( в плоскости координат 
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 образует кривую Михайлова. Рассмотрим основные свойства кривой Михайлова.

1. Кривая Михайлова симметрична относительно оси 
[image: image87.wmf]X

, так как 
[image: image88.wmf](
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содержит только чётные степени 
[image: image89.wmf]w

. Следовательно, кривую Михайлова можно строить только при изменении параметра 
[image: image90.wmf]w

 от 0 до (, рис. 6.

2. Кривая берёт начало при  параметре 
[image: image91.wmf]0
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 в точке с координатами 
[image: image92.wmf](
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, и далее идёт вверх и влево, так как при малых значениях 
[image: image93.wmf]w

 можно пренебречь членами, содержащими высшие степени этого параметра: 
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3. Кривая уходит в бесконечность в квадранте, который определяется знаком членов высших степеней 
[image: image95.wmf]w

 в 
[image: image96.wmf](
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. Пусть Вектор Михайлова задан уравнением
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. При 
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 можно полагать 
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. Следовательно, кривая заканчивается в пятом  квадранте, рис. 7.  
[image: image311.emf]0

x

0

x

x

x

f

f

о

x

0

x

m

 Рис.1, а  Рис.1, б  Рис.2

Квадранты отсчитываются против часовой стрелки от 1 до 
[image: image101.wmf]n

( кривая уходит в бесконечность всегда в 
[image: image102.wmf]n

 квадранте. 
4. Точка пересечения кривой Михайлова с осями определяется уравнениями: 
[image: image103.wmf](
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Представим полином Михайлова (18) в виде произведения
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где 
[image: image105.wmf]1
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[image: image106.wmf]2

p

,…,
[image: image107.wmf]n

p

-

корни характеристического уравнения.

В соотношении (20) подставим 
[image: image108.wmf]pj
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 и представим его в виде вектора Михайлова 
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модуль вектора, а 
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аргумент, который представим в виде суммы аргументов отдельных сомножителей (20):
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где 
[image: image113.wmf](
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Рассмотрим, как изменяется 
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 при изменении 
[image: image115.wmf]w

 от -( до (, рис. 8.
Пусть корень 
[image: image116.wmf]i
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 лежит слева от мнимой оси (устойчивый корень), тогда  при изменении 
[image: image117.wmf]w

 от -( до ( 
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, рис.8а. Если корень 
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 лежит справа от мнимой оси (неустойчивый корень), тогда  при изменении 
[image: image120.wmf]w

 от -( до ( получим 
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, рис.8б. Если корень лежит на мнимой оси, то его относят к левой полуплоскости.
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Если 
[image: image122.wmf]m

корней характеристического уравнения лежат справа от мнимой оси (неустойчивые корни), а 
[image: image123.wmf](
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слева от мнимой оси (устойчивые корни), то при изменении 
[image: image124.wmf]w

 от -( до ( получим 
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Если 
[image: image126.wmf]w

 изменять от 0 до (, то изменение аргумента вектора Михайлова будет равно 
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где 
[image: image128.wmf]m

-

число корней с положительной вещественной частью.

Теперь можно сформулировать критерий устойчивости Михайлова.

Линейная система 
[image: image129.wmf]n
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го порядка устойчива 
[image: image130.wmf](
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, если при изменении 
[image: image131.wmf]w

 от 0 до ( полное изменение аргумента вектора Михайлова 
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Таким образом, обыкновенная линейная система 
[image: image134.wmf]n
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го порядка будет устойчива, если при изменение 
[image: image135.wmf]w

 от 0 до ( кривая Михайлова последовательно проходит 
[image: image136.wmf]n

 квадрантов.
На рис. 9…11 приведены примеры кривых Михайлова для различных систем. 
Оценить устойчивость можно и без построения кривой Михайлова по точкам. Достаточно воспользоваться четвёртым свойством кривой Михайлова, в соответствии с которым кривая Михайлова (годограф вектора 
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) для устойчивой системы должна последовательно пересекать оси координат комплексной плоскости, т.е. корни уравнений 
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должны чередоваться при изменении 
[image: image139.wmf]w

 от 0 до (.  При этом  принимаются во внимание только вещественные и положительные корни. Наличие хотя бы одного комплексного корня у многочленов 
[image: image140.wmf](
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свидетельствует о неустойчивости системы.
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Пример: Характеристическое уравнение системы третьего порядка имеет вид 
[image: image141.wmf]32
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. Выделим вещественную и мнимую части вектора Михайлова и приравняем их нулю. 
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Вычислим корни этих уравнений: 
[image: image144.wmf]011
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.  Очевидно, что корни чередуются и система устойчива
1.7. Частотные критерии устойчивости

При анализе и синтеза систем автоматического управления Широко используются частотные методы.
1. В 1932 году английский учёный Найквист разработал частотные метод оценки устойчивости усилителей.  В 1936 году Михайлов этот ме​тод распространил на САУ.
Ценность критерия в тон, что по АФЧХ разомкнутой системы можно судить об устойчивости замкнутой, а АФЧХ разомкнутой системы может быть получена экспериментально. Установим связь между АФЧХ разомкнутой системы и знаком вещественных частей корней характеристического уравнения замкнутой системы.
Запишем передаточную функцию замкнутой системы 
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передаточная функция последовательного соединения звеньев, расположенных между входом и выходом; 
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передаточная функция разомкнутой системы.

Характеристическое уравнение замкнутой системы имеет вид 
[image: image148.wmf](
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В этом соотношении заменим
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  на 
[image: image150.wmf]j
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 в результате получим
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где 
[image: image152.wmf](
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- вектор Михайлова для замкнутой системы;
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- вектор Михайлова для разомкнутой системы.
Порядок полиномов числителя и знаменателя (23) одина​ков (равен 
[image: image154.wmf]n

), так как порядок полинома 
[image: image155.wmf](
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 не ниже порядка полинома 
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Изобразим вектор (23) на комплексной плоскости, рис.14. Конец вектора 
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 при изменении
[image: image158.wmf]w

 от 0 до ( описывает АФЧХ разомкнутой системы. Конец вектора 
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 с началом в точке 
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скользит при этом по АФЧХ, приращение аргумента этого вектора при изменении 
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 от 0 до ( равно
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[image: image163.wmf]
Рассмотрим два случая:
а) Разомкнутая система устойчива. Следовательно 
[image: image164.wmf](

)

2

argQjn

p

Dw=

,
а для устойчивости замкнутой системы нужно, чтобы 
[image: image165.wmf](
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,
то есть правая часть (24) должна быть равна 0. Это возмож​но лишь при условии, что АФЧХ разомкнутой системы 
[image: image166.wmf](
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 при изменении 
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 от 0 до 
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 не охватывает точку с коор​динатами 
[image: image169.wmf](
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б) Разомкнутая система неустойчива (
[image: image170.wmf]m

 корней в правой полуплоскости). Следовательно, а для устойчивости замкнутой системы по-прежнему нужно, чтобы 
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.  В таком случае при изменении 
[image: image172.wmf]w

 от 0 до 
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 изменение аргумента вектора было равно 
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Это возможно лишь при условии, что АФЧХ разомкнутой системы  
[image: image175.wmf](

)

Wj

w

 при изменении 
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 от 0 до 
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 охватывает точку с координатами 
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[image: image179.wmf]2
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, где  
[image: image180.wmf]m

 - ко​личество корней характеристического уравнения разомкнутой системы, расположенных в правой полуплоскости. 

Сформулируем критерий Найквиста.
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а) Если разомкнутая система устойчива или находится на границе устойчивости, то замкнутая система будет устойчива, если АФЧХ разомкнутой системы не охватывает точку с координатами  
[image: image181.wmf](
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, рис.15.
б) Если разомкнутая сиcтеvа неустойчива и имеет 
[image: image182.wmf]m

 кор​ней cправа, то для устойчивости замкнутой системы необходимо, чтобы АФЧХ разомкнутой системы при изменении 
[image: image183.wmf]w

 от 0 до 
[image: image184.wmf]¥

 охватывала точку 
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[image: image186.wmf]2
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 раз.
Критерий очень удобен при экспериментальном определении АФЧХ.
Прохождение АФЧХ разомкнутой системы через точку 
[image: image187.wmf](
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  соответствует равенству амплитуд в месте разрыва и сдвигу фаз на 
[image: image188.wmf]-p

. При замыкании фаза еще раз меняется на 
[image: image189.wmf]-p

: имеет место баланс амплитуды и фазы, В системе наблюда​ются незатухающие гармонические колебания: система находится на границе устойчивости.
Пример. Задана передаточная функция разомкнутой системы 
[image: image190.wmf](
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. Определить предельное значение коэффициента усиления 
[image: image191.wmf]K

, при котором замкнутая система устойчива.
По характеристическому уравнению разомкнутой системы оцениваем её устойчивость. В соответствии с критерием Вышнеградского разомкнутая система устойчива (8(4 > 1(1). 

Вычисляем вещественную в мнимую частотные характеристики системы: 
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. Система находится на границе устойчивости при 
[image: image193.wmf](
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. Из второго соотношения получим 
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, которое подставим в первое равенство, в результате получим 
[image: image195.wmf](
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 Следовательно, замкнутая система устойчива при 
[image: image196.wmf]31
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. 
2. Оценить устойчивость замкнутой системы можно по ЛАЧХ и ФЧХ разомкнутой системы. Эта оценка следует непосредственно из критерия Найквиста.
Для устойчивой замкнутой системы при 
[image: image197.wmf](
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 должно выполняться условие 
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, что следует из рис. 15. Очевидно при этом 
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, рис. 3.16.
Если при устойчивой разомкнутой системе замкнутая систе​ма неустойчива, то имеют место соотношения 
[image: image200.wmf](
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, что соответствует 
[image: image201.wmf](
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, рис. 3.17.
Оценка устойчивости по ЛАЧХ и ФЧХ возможна лишь для минимально-фазовых систем.
Таким образом, минимально-фазовая система устойчива, если выполняются условия 
[image: image202.wmf](
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По ЛАЧХ и ФЧХ можно оценить запасы устойчивости, как по амплитуде, так и по фазе, а также зависимость этих показателей качества системы от её параметров.   
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1.8. Структурная устойчивость САУ
Определим понятие структурной устойчивости (неустойчивости) САУ. Динамическая система структурно устойчива (неустойчива), если никаким изменением параметров нельзя сделать её структурно неустойчивой (устойчивой).

Пусть задана передаточная функция разомкнутой системы в общем виде
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где 
[image: image204.wmf]n
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степень знаменателя, 
[image: image205.wmf]m
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степень числителя, 
[image: image206.wmf]n-

 число нулевых корней (степень астатизма), 
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число вещественных положительных корней, 
[image: image208.wmf]fls
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 число левых и чисто мнимых корней, 
[image: image209.wmf][

]

05

r.f

=-

 целая часть 
[image: image210.wmf]05
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Для структурной устойчивости необходимо выполнение двух условий:

1.
[image: image211.wmf]1
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2. Одного из неравенств, приведенных в таблице
	n
	m
	Второе условие стр. уст.

	  четно
	0
	m+n>4r

	
	четно
	m+n>4r-1

	
	нечетно
	m+n>4r-2

	нечетно
	0
	m+n>4r

	
	четно
	m+n>4r

	
	нечетно
	m+n>4r+1


Пример. Передаточная функция разомкнутой системы равна 
[image: image212.wmf](
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левые. Для этой системы имеем 
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. Проверяем первое условие: 
[image: image215.wmf]0201
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, оно не выполняется. Система структурно не устойчивая. Действительно, из характеристического уравнения замкнутой системы 
[image: image216.wmf](
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 видно, что слагаемое первой степени отсутствует, то есть не выполняются необходимые условия устойчивости 
[image: image217.wmf](
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. Никакие изменения остальных параметров не смогут обеспечить устойчивость. Следовательно, если в замкнутом контуре содержится более одного интегрирующего звена, неохваченного местной обратной связью, а форсирующие звенья отсутствуют, то такая система структура неустойчива. 
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1.9. Сравнительная оценка критериев устойчивости САУ

Рассмотренные вше критерии устойчивости применяются при оценке устойчивости САУ и дают один и тот же результат.
Однако с точки зрения практического использования они неравноценны, и каждый имеет свои достоинства и недостатки.
Частотный критерий Найквиста применяется главным образом в тех случаях, когда трудно получить уравнения отдельных звеньев, но можно получить экспериментально АФЧХ разомкнутой системы. Этим критериев можно пользоваться и при теоретических расчетах.
Однако вычисление АФЧХ сложнее, чем кривой Михайлова. Кроме тoгo, только по АФЧХ нельзя судить об устойчивости замкну​той системы, нужно еще выяснить устойчива ли разомкнутая сис​тема. Критерий Михайлова в этом случае более удобен. При использовании частотных критериев устойчивости можно оце​нить влияние отдельных звеньев на устойчивость.
Алгебраические критерии устойчивости хороши для оценки
факта устойчивости, особенно, если порядок системы не очень
высокий. Однако, оценка влияния того или иного параметра на
устойчивость при использовании алгебраических критериев за​труднительна.


1.10. Построение областей устойчивости в плоскости параметров САУ
Определение области возможного изменения значений пара​метров системы, при которых не нарушается устойчивость ее ра​боты, представляет собой задачу особенно важную для инженера, эксплуатационника.
В процессе эксплуатации параметры системы автоматического регулирования могут изменяться в широких пределах, как под действием внешних условий, так и в результате длительной экс​плуатации. Среди параметров имеются такие, за счет изменения которых производится настройка системы. Диапазон  допустимых изменений этих параметров, при ко​торых не нарушается устойчивая работа системы, можно определить путем построения областей устойчивости в плоскости пара​метров системы.
Наличие областей устойчивости в значительной степени облегчает как анализ системы, так и ее синтез.
1. Впервые область устойчивости в плоскости двух пара​метров для системы 3-го порядка построил Вышнеградский. Из нормированного характеристического уравнения (14) получим условие нахождения системы на границе устойчивости в виде соотношения
[image: image218.wmf]12
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. Очевидно, это уравнение определяет границу, разделя​ющую плоскость параметров 
[image: image219.wmf]1
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и 
[image: image220.wmf]2
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  на области устойчи​вости и неустойчивости. Граница области устойчивости представляет собой гиперболу, называемую гиперболой Вышнеградского рис.18. Область устойчивости отмечается штрихов​кой.

2. Построение областей устойчивости с помощью критерия Гурвица

Границы области устойчивости можно найти, приравняв нулю коэффициенты 
[image: image221.wmf]0
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 и предпоследний определитель Гурвица: 
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Первая граница соответствует наличию нулевого корня, а вторая - паре чисто мнимых корней. Уравнения (25) разбивают пространство параметров на ряд областей. Областью устойчивости будет та, где все осталь​ные определители Гурвица положительны: 
[image: image223.wmf]012
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Если система находится на границе устойчивости при диагональном миноре 
[image: image224.wmf]1
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, то граничная частота находится из условия 
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Пример. Характеристическое уравнение системы имеет вид
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изменяемые параметры системы. Составим определитель Гурвица 
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. Уравнение границы устойчивости имеет вид 
[image: image229.wmf]3
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Решим это уравнение относительно параметра 
[image: image230.wmf]4
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: 
[image: image231.wmf](
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 и выделим область устойчивости, рис. 19. Штриховка наносится на внутренней стороне параболы, так как внутри выделенной области определитель Гурвица и его диагональные миноры положительные.

3. Построение областей устойчивости с помощью критерия Михайлова.     
[image: image232.wmf]D
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разбиения.
Если система находится на границе устойчивости, то кривая Михайлова проходит через начало координат, то есть 
[image: image233.wmf](
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, отсюда следует система уравнений 
[image: image234.wmf](
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. По этим уравнениям можно построить границы устойчивости в плоскости двух любых параметров системы. 

Наиболее общий метод построения областей с одинаковым числом правых корней (0, 1, 2, 3 и т. д.) и выделения среди них области устойчивости (области, где правых корней нет) был предложен Ю.И. Неймарком. Этот метод получил название метода 
[image: image235.wmf]D
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разбиений плоскости изменяемых параметров системы.
Пусть плоскость параметров задана системой уравнений 
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Рассматривая 
[image: image237.wmf]w

 как заданную величину, решим систему относительно 
[image: image238.wmf]A,B

 параметров, в плоскости которых строится область устойчивости.

Если система совместна, то, решив её относительно 
[image: image239.wmf] 

и 

AB

, получим
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Придавая 
[image: image241.wmf]w

 значения в пределах от 
[image: image242.wmf]-¥

 до 
[image: image243.wmf]¥

, построим семейство кривых, называемых кривыми  
[image: image244.wmf]D

-

раз​биения. Эти кривые разбивают плоскость параметров 
[image: image245.wmf]A

  и 
[image: image246.wmf]B

 на области с одинаковым числом правых корней. Смежные облас​ти отличаются одним или двумя правыми корнями, так как на границе обращается в нуль вещественный корень или веществен​ная часть пары мнимых корней. Это обстоятельство отметим штриховкой, однократной, если знак меняется у вещественного ко​рня, двукратной, если знак меняется у вещественной части пары комплексно-сопряженных корней. Штриховка кладется внутрь области с меньшим числом правых корней, рис. 20.

[image: image318.emf]1

A

2

A

Рис. 18. Диаграмма

Вышнеградского

Область

устойчивости

4

a

3

a

Рис. 19. Диаграмма

Вышнеградского

Область

устойчивости

2

2

0

4

a

a

12

0

2

aa

a

3

0



Пусть в области I 
[image: image247.wmf]k

 правых корней, тогда в каждой из об​ластей число правых корней равно: 
[image: image248.wmf]II - +1, III - +2, IV - +1, V - +2, VI -

 +3, VII - +3

kkkkkk

.
Область с наименьшим числом правых корней (в рассматриваемом случае область I) называется претендентом на область устойчивости. Затем определяется число правых корней в области – претенденте. Если
[image: image249.wmf]0
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, то это и есть область устойчивости, если
[image: image250.wmf]0

k

¹

, то система структурно неустойчива по отношению к параметрам 
[image: image251.wmf]A

  и 
[image: image252.wmf]B

.  Таким образом, построение области устойчивости с помощью  
[image: image253.wmf]D

-

раз​биения  состоит из 3-х этапов:

1. Составления уравнений (27) и их решение.

Решение имеет простой вид, если 
[image: image254.wmf]A

  и 
[image: image255.wmf]B

 входят в эту систему линейно.
2. Нанесение штриховки и выделение области претендента. 
Направление штриховки определяется знаком определителя.
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где 
[image: image257.wmf]A

  откладывается по оси абсцисс, а  
[image: image258.wmf]B
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по оси ор​динат.
Если при увеличении параметра 
[image: image259.wmf]0

wD>

, то кривая 
[image: image260.wmf]D

-

раз​биения штрихуется слева,  при 
[image: image261.wmf]0
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справа. Кривая штрихуется один или два раза в зависимости от того, сколько раз пробегает по ней точка при изменении 
[image: image262.wmf]w

 от 
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 до 
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.
Если в один из коэффициентов характеристического урав​нения
[image: image265.wmf]n
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  или 
[image: image266.wmf]0
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 входят параметры 
[image: image267.wmf]A

 и 
[image: image268.wmf]B

, то уравнения
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являются уравнениями особых прямых, которые штрихуются в со​ответствии с основной линией.
3. По любой точке внутри области-претендента определяет​ся является ли эта область областью устойчивости?
Пример. Характеристическое уравнение имеет вид 
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где   
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Подставим 
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 и запишем систему (26) 
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Из этой системы нетрудно получить
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Придавая 
[image: image275.wmf]w

 значения от 
[image: image276.wmf]-¥

 до 
[image: image277.wmf]¥

  строим кривую 
[image: image278.wmf]D
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раз​биения , рис.21. Запишем определитель ():
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, который задает направление штриховки кривой.
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Из условия 
[image: image280.wmf]0
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  получим границу  
[image: image281.wmf]1
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, которую штрихуем сверху. Теперь нетрудно выделить область-претендент (область I на рис.21) и показать, что в этой области система устойчива, используя любой критерий устойчивости.

В точке с координатами (0.5, 250) коэффициенты характеристического уравнения будут равны 
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В соответствии с критерием Вышнеградского получим: 0.251(1>0.0005(251 (0.251>0.126).
Таким образом, область I является областью устойчивости. 
1.11. Запас устойчивости САУ
При определении области устойчивости по уравнениям первого приближения нет полной уверенности в том, что практиче​ски созданная система будет устойчива при всех значениях параметров, принадлежащих к выделенной области. Расчет же областей устойчивости о учетом точных уравнений не имеет прак​тического смысла. Для обеспечения устойчивости целесообразней предусмотреть запас устойчивости.
Таким образом, необходимость введения запаса устойчивос​ти диктуется следующими соображениями:
· при составлении исходных уравнений делался ряд допущений с целью их упрощения;

· исходные уравнения линеаризуются;
· конструктивные параметры имеют разброс и определяются с
погрешностями;

· расчет ведется для типовой схемы при типовых условиях.
В действительности нужно учитывать статистический характер изменения внешних  условий и разброс параметров у различных образцов системы.
Все сказанное выше определяет необходимость введения за​паса устойчивости. В зависимости от используемого критерия устойчивости способа ведения запаса устойчивости бyдyт различ​ными.
1. При использовании критерия Михайлова запас устойчивости задается в виде окружности радиуса
[image: image283.wmf]r

, рис. 22.

При заданном запасе устойчивости 
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 кривая Михайлова не должна пересекать окружность и удовлетворять условиям устойчивости.  Очевидно, что в таком случае запас устойчивости будет обеспечен, если выполняется условие 
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 при всех значениях параметра 
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 от 0 до 
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. Очевидно, что это задача минимизации функции одной или нескольких переменных при ряде ограничений. При одном изменяемом параметре задачу можно решать и аналого-графическим методом, учитывающим свойство кривой Михайлова для устойчивой системы последовательно пересекать оси координат комплексной плоскости. Метод сводится к следующей последовательности операций.

Решается поочередно одна из система, приведенных ниже 
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Проверяются 
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 окрестности точки 
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 на условие 
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. При необходимости параметр 
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 изменяется в нужную сторону.
2. При использовании критерия Гурвица запас устойчивости задаётся в виде кривых эквидистантных границам устойчивости в виде соотношения 
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, где 
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малое положительное число, определяющее запас устойчивости, рис. 23. Например, при использовании критерия Вышнеградского можно потребовать 
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.
3. При использовании частотных критериев устойчивости запасы устойчивости задаются в виде физически ощутимых ве​личин: запаса устойчивости по фазе и запаса устойчивости по амплитуде. При использовании критерия Найквиста запасы устой​чивости задаются, как это показано на рис. 24.
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Запас по фазе 
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 определя​ется следующим образом. Радиу​сом равным единице из начала координат делают засечку на АФЧХ. Угол между отрицательной вещественной осью и радиус-вектором 
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 в точке засечки  определяет запас по фазе.  Запас по амплитуде 
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 определяется соотношением
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где 
[image: image301.wmf]0

w

 соответствует частоте пересечения АФЧХ с вещест​венной осью. 
Эту частоту можно найти из условия
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Следовательно, соотношения (31), (32) позволяют определить запас по амплитуде.
Запас по фазе аналитически можно найти из соотношений
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Запас устойчивости по амплитуде и фазе может быть найден по ЛАЧХ и ФЧХ, рис.16.
При частоте 
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 определяется запас по фазе 
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, так как 
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, что соответствует соотноше​ниям (33).
При 
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 определяется запас по амплитуде, так как 
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. Запас по амплитуде обычно представляется в логарифмическом масштабе и равен
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