Модуль № 3 "Багатовимірні та нелінійні системи автоматичного управління"
Тема 1: Багатовимірні автоматичні системи
(МНОГОМЕРНЫЕ АВТОМАТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ )
3.1.1 Понятие о системах с несколькими регулируемыми величинами

На практике встречаются объекты, у которых необходимо регулировать не одну, а несколько величин. Такими  объектами управляют многомерные системы автоматического управления (МСАУ, МАС), такими, например, являются: 

- САР напряжения и частоты генератора переменного тока, рис. 1;

- САУ полётом самолёта (углы крена, тангажа и курса), рис. 2;

- САР температуры, влажности и давления в герметичной камере;
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- САУ режимами турбореактивного двигателя (ТРД), рис. 3. 

 Обозначения на рис. 1, …, 3: 

–  
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Рис. 11. Система с двумя каналами передачи возмущения f (t)
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 напряжение возбуждения синхронного генератора (СГ),
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частота вращения вала СГ,  
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э.д.с. СГ; 
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частота переменного тока;

– 
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 отклонение рулевых органов самолёта ( рулей высоты и направления, элеронов ; 
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 угловое положение самолёта (тангаж, курс, крен) ;

– 
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 отклонение органов управления ТРД (подачи топлива, площади выходного сопла, угла установки лопаток компрессора);  
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 частота вращения вала ТРД, температура газа за камерой сгорания и степень сжатия компрессора.

Необходимость в создании многомерной системы управления возникает тогда, когда в объекте имеются внутренние связи меж​ду регулируемыми параметрами. Если такой связи нет, то можно использовать независимые системы уравнения для каждой из регу​лируемых величин. Так, например, если в самолете осуществить по каналу курса координированное управление с каналом крена, то влияние бокового движения на продольные исключается и ка​налы управления продольным движением (тангаж) и боковым дви​жением (курс, крен) строятся раздельно. В этой теме рассма​триваются системы, в которых регулируемые величины взаимно-связаны.
Автоматические системы, предназначенные для регулирова​ния нескольких взаимосвязанных величин, называются многомер​ными системами автоматического управления.
Многомерные системы автоматического управления можно разделить на две группы:
– Системы несвязанного управления.
В этих системах регулятор для каждой из регулируемых величин строится отдельно без учета связей этих величин в объекте, рис. 4. Очевидно, что при достаточ​но сильных связях величин 
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 через объект, та​кая система эффективно рабо​тать не будет. Поэтому сис​темы несвязанного регулиро​вания могут создаваться при слабых (практически отсут​ствующих) связях переменных через объект.
- Системы связанного управления.
В этих системах регулируемые величины связаны не толь​ко через объект, но и через регулятор, рис. 5.
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Передаточные функции связей 
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 в регуляторе выбираются из условия обеспечения наилучшего пере​ходного процесса в системе в соответствии с выбранным критерием. В частном случае 
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 выбираются таким образом, чтобы компенсиро​вать естественные связи ре​гулируемых величин через объект. При полной компенса​ции систему называют системой автономного регу​лирования.
Однако, как показала практика, системы автономного управления не обладают наилучшим качеством по времени переходного процесса и перерегулированию, поэтому коор​динирующие связи не следует подбирать из условий автономности.
Специфика многомерных систем заключается в связях между контурами одномерных систем. Описание многомерной системы сложнее, так как приходится математически описывать динамику, как самих контуров управления, так и связей между ними. Описание многомерной системы может быть упрощено несколь​кими способами.

Первый – это разработка более простых эквивалентных мо​делей системы, которые не искажают существа процесса.

Второй – выбор общих критериев, которые охватывали бы свойства многомерной системы в целом, не касаясь частных показателей.
Третий  – представление многомерной системы с помощью графов, топологических матриц и т.п.

3.1.2 Основные правила преобразования матричных уравнений
Дифференциальные уравнения многомерных систем целесооб​разно записывать в матричной форме.

Прежде, чем перейти к дифференциальным уравнениям много​мерных систем рассмотрим основные правила преобразования матричных уравнений. Операции над матрицами выполняются с помощью операций над их элементами,

1. Сложение двух матриц  А  и  В  возможно при одинаковом их размере.
Суммой двух матриц  А и В  будет матрица
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если 
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  и элементы матрицы С определяются век сумма элементов мат​риц А и В.
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Пример:
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2. Умножение двух матриц А и В  возможно, если число столбцов матрицы  А  равно числу строк матрицы  В.   Отсюда следует: если существует произведение  АВ,  то не обязатель​но существует произведение  ВА. Оба произ​ведения существуют, если  А  и  В квад​ратные матрицы одного и того же порядка. В общем случае 
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то есть произведение матриц не обладает свойством коммута​тивности.
Произведение матрицы 
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Здесь   
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Таким образом,   элемент матрицы  С  есть сумма произведений элементов     i-ой строки матрицы  А  на соответ​ствующий элемент k-го столбца матрицы  В.

Пример:
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3, Матрицу 
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 или 
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 называют транспонированной по отношению к матрице А, если в ней строки являются столбцами матрицы А, и наоборот. Транспонированная матрица может быть получена из основной в результате поворота ее элементов относительно главкой диагонали на 180°.

 пусть исходная матрица имеет вид, 
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Пример:  
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4. Определитель существует только для квадратной матрицы и изображается такой же таблицей, но ограниченной одинарной чертой, или для сокра​щения перед буквой, обозначающей матрицу пишется "det".

[image: image28.wmf]11121

21222

12

n

n

nnnn

aaa

aaa

det

aaa

=

L

L

LLLL

L

A

.                                                                             (6)

Вспомним, что если вычеркнуть столбец и строку элемента 
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 порядка, который называется минором и обозначается 
[image: image31.wmf]ij

M

. Произве​дение  
[image: image32.wmf](

)

1

ij

ij

+

-

M

  является алгебраическим дополнением элемента  
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Определитель - это число. Определитель раскрывается либо по элементам какой-либо одной строки или столбца. 
При раскрытии определителя по 
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При раскрытии определителя по 
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5. Матрица, элементами которой являются алгебраические дополнения к элементам транспонированной матрицы, называется союзной или присоединённой
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Пример: Пусть исходная матрица имеет вид 
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Соответствующая матрице А транспонированная матрица имеет вид 
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6. Умножить или разделить матрицу на число, продифференцировать или проинтегрировать матрицу соответствует выполнению той  операции над элементами матрицы. Производная произведения матриц вычисляется по общим правилам: 
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. Целая степень квадратной матрицы вычисляется по общим правилам: 
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7. Обратной по отношению к матрице А называют такую матрицу  А-1 , для которой справедливо равенство 
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 единичная матрица.
Обратная матрица вычисляется из соотношения
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Рассмотрим некоторые свойства обратной матрицы: 1) 
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;                6) Производная обратной матрицы равна 
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Нахождение обратной матрицы - одна из главных задач матричного исчисления. Для решения этой задач разработаны специальные методы и программы.
Пример: Пусть 
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8. По аналогии с числовой экспонентой введено понятие матричной экспоненты: 
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 соответствующими свойствами: 
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3.1.3 Составление уравнений движения МСАУ

3.3.1. Структурно-звеньевая форма представления математической модели МСАУ
Как и для одномерных систем уравнения движения МСАУ со​ставляются по элементам.
Пусть задан объект управления (рис.6), на вход которого поступает     
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Влияние каждого из действующих сигналов 
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Частные передаточные функции (11) сводятся в прямоугольные матрицы передаточных функций:
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Матричное уравнение объекта в операционной форме при ННУ имеет вид:
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Регулятор системы очевидно должен иметь "
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" входов и "
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" выходов, рис. 7.

Заданное состояние системы характеризуется 
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где 
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 изображение по Лапласу сигнала рассогласования.
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Прямоугольная матрица передаточных функций регулятора имеет вид
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Матричное уравнение регулятора в операционной форме при ННУ имеет вид:
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Исключив из матричных уравнений (13), (16) вектор управления 
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Для системы стабилизации при 
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где 
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  - единичная матрица размера 
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если выходной величиной считать 
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если выходной величиной считать
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В уравнения (18)...( 20) в левой части записана одна и та же квадратная   матрица размерностью 
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Это собственная матрица замкнутой многомерной САУ. Она полностью определяет поведение замкнутой системы при отсут​ствии внешних воздействий. Определитель матрицы называется характеристиче​ским определителем системы, а уравнение
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– характеристическим уравнением системы.
Пример: Пусть боковым угловым движениям самолета соответствует структурная схема, изображенная на рис, 8. Обозначим:
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Запишем уравнение бокового движения самолёта в матричной форме 
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где 
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Здесь 
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матрица, составленная из числителей частных ПФ объекта 
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Уравнение регулятора (автопилота) в матричной форме имеет вид 
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где 
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Здесь 
[image: image109.wmf](

)

r

p

-

K

матрица законов управления автопилота. Из уравнений (24), (25) исключим управление 
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Рассмотрим режим стабилизации при 
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где 
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Вычислим 
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 Таким образом, получим элементы матрицы 
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Характеристическое уравнение системы в соответствии с (22) будет равно
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Учитывая соотношения (29), получим характеристическое уравнение в виде 
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Коэффициенты полиномов 
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 от параметров регулятора.
Уравнение (27) представим в скалярной записи 
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3.1.3.2 Представление математической модели МСАУ в пространстве состояний

Пусть уравнения состояния 
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Обозначим векторы 
[image: image130.wmf](
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и запишем систему уравнений (31) в векторно-матричном виде
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Применив преобразование Лапласа при ННУ, получим соотношение 
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Если матрица 
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Следовательно, матрица ПФ многомерной системы будет равна
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Обозначим 
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Все ПФ имеют один и тот же знаменатель, по которому оценивается устойчивость МСАУ. 
3.1.3.3. Частотные характеристики МАС

Пусть математическая модель МАС задана в виде (32): 
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где 
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 мерные векторы с вещественными координатами. Подставим соотношение (37) в уравнение (32), в результате получим 
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Соотношение (38) сократим на 
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Решением этой системы будут соотношение 


[image: image149.wmf]1

m

c

w

w

-

-

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

=

ç÷ç÷ç÷

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø

REA0

IAEB

M

LLLLL

M

.                                                                           (40)
Из этих уравнений выделим амплитудные и фазовые частотные характеристики 
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3.4 Фундаментальная,  переходная  и ИП матрицы МАС
Пусть математическая модель МАС задана в виде векторно-матричного уравнения (32): 
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 Соотношение (42) определяет квадратную матрицу 
[image: image155.wmf](
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 переходную (фундаментальную) матрицу уравнения (32).
Применим к скалярному уравнению 
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. Обратное преобразование Лапласа даст нам решение  исходного уравнения во временной области 
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. Это формула Коши, определяющее решение скалярного уравнения первого порядка. Принимая во внимание соотношения (37), получим формулу Коши для векторно-матричного уравнения (32) в виде
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При ННУ (
[image: image161.wmf](
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получим матрицу переходных функций 
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Окончательно получим формулу для переходной функции в виде 
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Таким образом, матрица переходных функций 
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3.5. Матричная квадратичная форма, уравнение Ляпунова
Рассмотри матричное произведение 
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Таким образам, произведение
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является квадратичной формой. Если в соотношении (46) 
[image: image176.wmf]β=E

, единичная матрица, то квадратичная форма приводится к виду 
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Это форма положительно определенная, то есть  
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Если один или несколько миноров равны нулю, а остальные положительны, то квадратичная форма (46) – знакопостоянная. 
Таким образом, знакоопределённость или знакопостоянство квадратичной формы определяется квадратной матрицей 
[image: image182.wmf]β

. Критерий (48) и соответствующие определения применимы к любой квадратной матрице. 

Рассмотрим матричное уравнение Ляпунова, записанное в виде 
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где 
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 квадратные матрицы 
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положительно определённая матрица 
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 и определим корни этого уравнения. Если вещественные части этих корней будут отрицательные 
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Матрица 
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  также будет положительно определённой.

Пусть задана система матричных дифференциальных уравнений вида 
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Здесь 
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 квадратные 
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Вычислим производную от (52), в результате получим уравнение (51) 
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, то есть решение выбрано правильно. Если система (51) асимптотически устойчива, то 
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, отсюда следует уравнение (49) с правой частью 
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Используем матричное уравнение Ляпунова для вычисления интегральной квадратичной оценки (ИКО). Пусть задана математическая модель автономной динамической системы 
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Здесь 
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где матрица  
[image: image206.wmf]Γ

 определяется из уравнения (49), 
[image: image207.wmf]-
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матрица весовых коэффициентов, элементы которых определяются субъективно.   

3.6. Устойчивость многомерных систем

Рассмотрим оценку устойчивости многомерной системы при различном представлении ММ. 

3.6.1. Оценка устойчивости по матрицам передаточных функций
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Пусть математическая модель системы задана в виде структурной схемы, рис. 9.  Исключим из уравнения вектор управляющих воздействий 
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Устойчивость системы определяется характеристическим уравнением 
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Из уравнения (55) следует, что в системе либо устойчива все контуры управления, либо она не устойчива в целом. Для оценки устойчивости может бить использован любой из критериев устойчивости линейных систем.

3.6.2. Оценка устойчивости по ММ в пространстве состояний

При оценке устойчивости по системе уравнений, заданной в пространстве состояний, в общем случае целесообразно применить второй метод Ляпунова. 
Если линейная система задана уравнениями в пространстве состояний 
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то для оценки устойчивости целесообразно записать характеристическое уравнение  в виде 
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 и использовать любой критерий.     
Если система (в том числе и нелинейная) задана в виде 

[image: image213.wmf](

)

12

 1

iin

yfy,y,y,i,n

==

&

K

,                                                                         (57)
и известна положительно определённая функция Ляпунова 
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такая, что существует производная от функции  Ляпунова
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то: 

       а) при отрицательно определённой матрице 
[image: image216.wmf]V
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 система (56) асимптотически устойчива;

       б) при отрицательной знакопостоянной  матрице 
[image: image217.wmf]V
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 система (56) устойчива.
Используем второй метод Ляпунова для оценки устойчивости системы (56). Пусть система задана в виде

[image: image218.wmf](

)

0

 0

,

==¹

yAyyy0

&

.                                                                                      (60)

Выберем функцию Ляпунова 
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где 
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 положительно определённая матрица размерности  
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, которая является решением уравнения (49) с правой частью 
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Производная соотношения (61) с учётом (60) равна
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При положительной определённости матрицы 
[image: image224.wmf]0
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 соотношение (62) отрицательная скалярная величина. Таким образом, при выполнении требований к соотношениям (49), (61), (62) система (60) устойчива, то есть выполняется критерий Сильвестра для матрицы 
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. 
3.7. Управляемость и наблюдаемость многомерных динамических систем
Критерии управляемости и наблюдаемости били сформулированы и доказаны Р. Калманом в 1960 г.
3.7.1. Управляемость многомерных динамических систем

Динамическая система, заданная математической моделью 
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где 
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Система (63) управляема, если  она из начального состояния 
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 может быть переведена в конечное 
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 с помощью кусочно-непрерывного управления 
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Дадим определение этого критерия без доказательства. Система управляема, если матрица 
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размерностью 
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 имеет ранг 
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Пример. Ранг матрицы 
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 равен 
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, если она содержит хотя бы один минор 
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, а все миноры порядка 
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 и больше равны нулю. Ранг можно установить с помощью прикладной программы MATLAB или с использованием окаймляющих миноров.
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Таким образом  
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3.7.2. Наблюдаемость многомерных динамических систем

Вектор состояния (63) обычно оценивается по реальным измерениям, математическая модель может быть представлена системой уравнение в виде
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где 
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Система (65) наблюдаема, если по данным измерения 
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, и полностью наблюдаема, если наблюдаемы все состояния системы в любой момент времени 
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Дадим определение этого критерия без доказательства. Система наблюдаема, если матрица 
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размерностью 
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- мерное пространство. Рассмотрим две системы
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Здесь вектор 
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 имеет размерность 
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. Системы (67) взаимно сопряженные и в силу этого двойственные (дуальные). Если система 
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 наблюдаема и наоборот, то есть в соответствии с соотношениями (64), (66) имеем:
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3.8. Анализ качества и синтез многомерных САУ

3.8.1. Анализ качества многомерных САУ

Основным методом анализа качества МСАУ является аналоговое и цифровое моделирование. Однако анализ многомерных систем можно производить всеми аналитическими методами, известными для одномерных систем. Рассмотрим один из возможных методов аналитического решения системы дифференциальных уравнений многомерной системы

Пусть задана многомерная система, которая описывается уравнением вида (27)
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Используя эквивалентные начальные условия, перейдём к однородной системе уравнений 
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где    
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Тогда система уравнений (70) в развёрнутой форме примет вид
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Полагаем, что переменная 
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 минору определителя 
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Из 
[image: image283.wmf](
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 первых уравнений находим остальные вспомогательные переменные в системе (72). Подставляем найденные значения в систему (72), в результате получим одно уравнение относительно 
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К однородному скалярному дифференциальному уравнению (74) можно применить все известные методы оценки качества. Эти оценки затем с помощью соотношений (71) на составляющие 
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Пример.  Задана двухмерная система
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Обозначим 
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 Система уравнение в развёрнутой форме имеет вид
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В соответствии соотношением (73) получим 
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, подставим во второе уравнение системы и в соответствии с формулой (74) получим однородное дифференциальное уравнение в операционной форме записи относительно 
[image: image294.wmf](

)

p

J

 в виде

[image: image295.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11221221

0

apapapapp

J

-=

.
Окончательно получим компоненты вектора состояния в операционной форме 
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3.8.2. Синтез многомерных САУ
Условием синтеза МСАУ можно выбрать либо полную независимость каналов в системе друг от друга, либо такую связь между каналами в регуляторе, которая обеспечивает оптимальную связь между каналами замкнутой системы в целом. В частности, синтез можно производить из условия инвариантности (независимости) какого-то канала системы от возмущения, действующего на вход другого канала.  
Пусть задана многомерная система, которая описывается уравнением вида (27) 
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. Это уравнение в развёрнутой форме имеет вид 
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1. Условием автономности каналов системы (75) будет соотношение
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Рассмотрим синтез автопилота (рис.8) из условия автономности каналов курса и крена. Уравнения системы имеют вид (30)
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где 
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 угол курс, 
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Условием автономности каналов системы (77) будет
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Если принять во внимание соотношение (28), то окончательно получим
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Соотношения (79) позволяют выбрать два параметра в передаточных функциях регулятора 
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 из условия автономности каналов курса и крена. Однако известно, что разворот по курсу без крена (плоский разворот) не лучший способ управления самолётом, так как ведет к потере высоты и связан с необходимостью затрат тяги силовой установки на сам разворот. Этих недостатков лишена система управления координированным разворотом (разворот без скольжения при определенном крене). Такой разворот возможен при наличии определённой связи между каналами.

2. Синтез многомерной системы можно производить из условия инвариантности. Пусть на систему вида (75) действует дополнительное возмущение 
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 по второму каналу. Условием синтеза является инвариантность координаты 
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Вычтем из системы уравнений (80) систему (75), в результате получим
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Примем 
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 в качестве новых переменных. В таком случае система уравнений (81) является однородной. Приращение 
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Раскрывая определитель (82) по последнему столбцу, находим необходимое условие инвариантности (независимости) координаты 
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Таким образом, необходимым условием независимости координаты 
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). Из этого следует, что при выполнении условия (83) основной определитель системы 
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Академиком Петровым Б.Н. доказан принцип практической реализуемости условий инвариантности, в соответствии с которым абсолютная инвариантность от некоторого возмущения 
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 может быть достигнута при условии, что это возмущение поступает в систему более, чем по одному каналу.
Пусть возмущение 
[image: image328.wmf]f

D

 действует в 
[image: image329.wmf]k
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[image: image331.wmf](

)

(

)

1

ij

+

-

 в строках с возмущением 
[image: image332.wmf]f

D

. В таком случае необходимое условие инвариантности можно записать в виде
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Пример. Задана ММ двухмерной системы в виде 
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Необходимое условие инвариантности координаты 
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 в соответствии с соотношением (83) принимает вид 
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 основной определитель системы равен нулю, то  приходим к выводу, что условие 
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Пусть возмущение 
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 подаётся и по второму каналу, тогда получим
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В таком случае условие инвариантности (84) примет вид 
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 не приводит к обнулению основного определителя системы, то есть  оно может быть реализовано.
3. Основоположник теории инвариантности является проф. Щипанов. Рассмотрим классический пример, использованный в своё время Щипановым. Пусть дана система , структурная схема которой изображена на рис. 10. 
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Рис. 9. Многомерная система
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Этой структурной схеме соответствует система уравнений 
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где 
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 не выше второго порядка.

Условием абсолютной инвариантности координаты 
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 относительно возмущения 
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Это допустимо, если, согласно критерию, основной определитель дополнительной системы уравнений (86), в которой все 
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,  не равен нулю. Из соотношений (85) и (86) следует, что это условие выполнить нельзя, так как возмущение в систему поступает по одному каналу, рис. 10. 
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Рис. 10. Система с одним каналом передачи возмущения f (t)
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Незначительное изменение структуры системы позволяет разрешить это противоречие. Пусть существует одновременно два канала для передачи возмущающего воздействия  
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, рис. 11. Этой структуре соответствует система уравнений вида
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Условие физической осуществимости остаётся прежним, хотя условие абсолютной инвариантности, вычисленное по соотношению (84), будет другим: 
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 Это условие не противоречит физической осуществимости системы. Требование двухканальности является необходимым условием физической осуществимости инвариантных систем.
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Рис. 11. Система с двумя каналами передачи возмущения f (t)
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Рис. 10. Система с одним каналом передачи возмущения f (t)
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