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Получены точные оценки скорости сходимости ^-шаговых итерационных методов вариаци­
онного типа решения линейных операторных уравнений в гильбертовом пространстве. 

ВВЕДЕНИЕ • 
Пусть Я - вещественное гильбертово пространство со скалярным произведением (и, v) и нор­

мой || и|| = л/(и, и), а А : Я — >̂ Я - линейный ограниченный самосопряженный и положительно-
определенный оператор с границами спектра т,М90<т<М. 

Для приближенного решения операторного уравнения 
Аи = / (1) 

применим предложенный в [1] ̂ -шаговый метод наискорейшего спуска, последовательные при­
ближения которого строятся по правилу 

= и* + Т1*Ч + ' . - .+У? } А '"Ч. Л = 0 , 1 , ( 2 ) 
где щ - произвольное начальное приближение, wk = Auk-f- навязка, а итерационные параметры 

(к) 
Ji , г = 1, 2 , £ , выбираются из условия минимума квадратичного функционала 

В [1] доказано, что последовательность щ сходится к точному решению и* уравнения (1) по 
крайней мере со скоростью геометрической прогрессии и имеет место оценка 

AF(u t)< YM-mY 
ЛМ + mJ AF(«0), к = 0,1,- . . , (3) 

где AF(uk) = *jF(uk)- F(u*). Из [2] следует, что оценка (3) при s > 1 может быть уточнена: 

A F K ) < [ ^ ^ ^ ) ] " " A F ( M o ) , к = 0 , 1 , . . . , (4) 

где многочлен Чебывдёва степени s: • 
I $s(t) = c o s p a r c c o s r ) , te [ -1 ,1 ] . 

I Оценка (4) точна в следующем смысле: существуют линейный самосопряженный и положи­
тельно-определенный оператор А с границами спектра т,М Ш начальное приближение и0 Ф м* 
такие, что 

А-к ' , : 

AF(a 0), к = 0,1, 

'(это утверждение следует из работы [3, с. 96]). 
| Если оператор А зафиксировать и варьировать только начальное приближение, то оценка (4) 
может быть улучшена. Пусть ns(t) = 1 + щг + ... + и/ - многочлен от г степени s, наименее укло-



1302 :. ••' БОНДАРЕНКО, ЖУК 

няющийся от 0 на спектре sp(A) оператора А, а ^ 

р, = max |я,(г)| 
/esp(A) 

есть величина уклонения. Аналогично [2] получаем, что 
AF(uk)<pk

sAF(u0), к = 0 , 1 , . . . . (5) 
Так как sp(A) с [m, М], то ' 

Р. < 
следовательно, оценка (5) не хуже (а для некоторых операторов А лучше), чем оценка (4). 

В [4] показано, что для конечномерных пространств оценка (5) является точной в следующем 
смысле: существует начальное приближение й0 Ф и* такое, что 

AF(uk) = pk

sAF(u0)9 к = 0 , 1 , . . . . 
Для бесконечномерных гильбертовых просфанств указанный выше результат, вообще гово­

ря, неверен: существуют операторы А, для которых 
АР(щ)<р5АР(и0) W 0 * w * . (6) 

Действительно, из замечания к теореме 1 из [4] следует, что если АР(щ) = psAF(u0) Ф 0, то опера­
тор А имеет более s различных собственных значений. Поэтому неравенство (6) будет выполне­
но для любого оператора А, обладающего не более чем s различными собственными значениями 
и для которого р 5 Ф 0. 

Цель данной работы состояла в отыскании аналога результата работы [4], справедливого для 
произвольных гильбертовых пространств. Мы доказали следующие два утверждения: 

а) для любого £ > 0 существует начальное приближение и0(г) Ф и* такое, что 

(р,-e)*AF(w 0 (e)) < AF(uk(e)) < p*AF(H 0(e)), к = 0 , 1 , ( 7 ) 
б) если спектр оператора А состоит только из собственных значений, то существует началь­

ное приближение й0 Ф w* такое, что 

АР{йк) = ркАР(й0), к = 0 , 1 , . . . . (8) 
Оказалось, что подобные утверждения справедливы и для ^-шаговых итерационных методов 

вариационного типа (включающих как частный случай ^-шаговый метод наискорейшего спуска, 
задаваемый формулой (2)). 

В разд. 1 настоящей работы дано определение и указаны способы реализайри ^-шаговых ите­
рационных методов вариационного типа (сокращенно: ^-шаговых методов). Определение опира­
ется на общую теорию итерационных методов А.А. Самарского [5] и охватывает широкий класс 
итерационных процессов, включая явные и неявные ^-шаговые методы наискорейшего спуска, 
сопряженных градиентов, сопряженных невязок, сопряженных поправок и сопряженных по­
грешностей. : 

В разд. 2 доказаны соотношения вида (7), (8) для s-шаговых итерационных методов вариаци­
онного типа, 

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И СПОСОБЫ РЕАЛИЗАЦИИ s-ШАГОВЫХ МЕТОДОВ 
Согласно [5], конкретный итерационный метод вариационного типа определяется тремя ли­

нейными операторами: А - оператор уравнения.(1), В— оператор лредобусловливания (стабили­
затор), В-оператор, задающий минимизируемый функционал. 

Эти операторы не обязательно ограничены; относительно них предполагаем следующее: 
1) области определения DAyDB, DD операторов А, В, В плотны в Я; 
2) оператор В самосопряжен и положительно определен в Я; • 

3) область определения BriA оператора В~ХА плотна в энергетическом пространстве HD ъ 

VM, v е BD.xA n HD верно следующее: 

a) B~lAue HD, • 
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б) (В~1Ам, v)D = (и, R~xAv)D, C i 

в) ViMlD ^ (В-хАщ w) D ( < V 2 | 4 D , 0 < vx <v2l / 
Кроме того, предполагаем, .что уравнение (1). имеет единственное решение и*, принадлежа­

щее пространству HD. 
Для конечномерных пространств ВА = Вв = BD = HD = Я. 'Из условия 3) следует, что операторы 

А и.5 не вырождены, поэтому уравнение (1) имеет единственное решение и В-.^ = Я. Условия 
б), в), записанные в виде X, - • / \. ; ^ 

(Ш _ 1 Аи, v) = (u,D'B~lAv)9 vx(Bu;u)<0B~lAu,ii)<v2(Bu,u), 
эквивалентны условиям самосопряженного (в смысле Самарского [5]) случая: оператор ВВ~1А 
самосопряжен и положительно определен, a v b v 2 - постоянные энергетической эквивалентно­
сти операторов В и ВВ~1А. 5 

Из условия 3) следует, что оператор В~1А может быть расширен до ограниченного самосопря­
женного и положительно-определенного в пространстве HD оператора К, отображающего вза­
имно однозначно HD на HD: 

{Kuyv)D = (u,Kv)D Vu,veHD, ViUfb^'(Ku9u)Duv2\\ufD. 
Последовательные приближения s-шагового метода строятся по правилу 

= «* + Y ( i ^ + + Л , *':= 0 , 1 , ( 1 . 1 ) 
где щ - произвольное начальное приближение из Й0, zk -Щ ~ M*» а итерационные параметры 
{у, , i = 1, 2, s] выбираются из условия минимума квадратичного функционала ^(M^+I) = 

= I k + i - w i i ) : 

&(uk+i)•= min \\zk + yxKzk+... +ysKszkfD. (1.2) 
Yi» Y* 

В определение ^-шаговых методов входит неизвестный вектор и*, поэтому ^-шаговый метод 
может быть реализован лишь при дополнительных предположениях относительно операторой 
А, В9 D. Рассмотрим некоторые реализуемое случаи ^-шаговых методов. 

1. я-Шапмвыш метод шшсвшрейшшег© стуска (сопряженных градиентов). Предположим, что А 
и В - самосопряженные положительно-определенные операторы и В = А. Кроме того, предпо­
ложим, что операторы А шВ сходны, т.е. ВА =ВВ. .i 

Условия 1), 2), накладываемые на операторы А, В, В в определении ^-шагового метода, оче­
видно, выполнены. Проверим условие 3): 

а) так как HD = Я Л , а оператор /НА отображает 1)Л на DAi то /НАи е HD\f ие ВА; 
б) V w, v G D a имеем 

(В _ 1Аи, v ) A = (A/r 'Au/v) = K A B ' ^ v ) = ( W , B ^ A V ) A ; 

в) из сходности операторов А и В следует (см., например, [6]), что НА = Нвш операторы В~ 1 / 2АШ, 
А~ШВШ ограничены: X -

B B - ^ A ' ^ l ^ v J u p . - i A ^ ^ f ^ N V v , V « € НА. (1.3) 

Операторы В~1 / 2А1 / 2 и А~ 1 / 2В 1 / 2 отображают Я Л на Яд и взаимно обратны, поэтому из (1.3) сле­
дует, что 

v.ll"!!2 < 1|в-,/2Л,/2

м||2 < v 2 | |«| | 2 V M (1.4) 
Оператор А 1 / 2 осуществляет взаимно однозначное соответствие между ВАшНАу поэтому из 

(1.4) после замены и = A 1 / 2 v следует . 

v{\\vtA<{B-xAv9 v)A<v2\\v\\2

A ,Vv?BA, : , , (1.5) 
что и требовалось доказать. 

Таким образом, условия, накладываемые на операторы A,iB, В в определении ^-шагового ме­
тода, в рассматриваемом случае выполнены. " • • ч ; х "'•' 
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Покажем, что неравенство (1.5) равносильно неравенству 
vl(Bv,v)<(Av,v)<v2(Bv,v) VveDA. (1.6) 

Действительно, оператор А осуществляет взаимно однозначное соответствие между ВА и Я; по­
этому после замены и = Av получаем равносильное (1.5) неравенство 

vv(A~lu9u)<(B~lu9u)<y2(A~lu9u) Vw€ Я. (1.7) 
Оператор Вт осуществляет взаимно однозначное соответствие между DA ж НА, поэтому после 

замены х = В112 v9 получаем равносильное (1.6) неравенство 

vl\\x\\2.^(B'mAB~mx9x)<v2\\x\\2 Vxe Яд. (1.8) 
Оператор С = В~~Х12АВ~112 симметричен, ограничен и, в силу (1.8), положительно определен на 

пространстве НА. Поскольку пространство НА плотно в Я, то непрерывное расширение операто­
ра С на Я порождает ограниченный самосопряженный и положительно-определенный оператор 
С и неравенство (1.8) равносильно неравенству 

vM2£(Cx,x)<V2lx\\2 УхеН. (1.9) 
Замена у = С х приводит (1,9) к равносильному неравенству 

vi(C~ly9y)<(y9y)<v2(C'ly9y) VyeH, 
которое, в свою очередь, равносильно 

vl(C''y9y)<(y9y)<v2(C'ly9y) Л/уеНА. (1.10) 

Поекбльку С"1 = ВША~1ВШ на Яд, то замена и = ВХ12у приводит (1.10) к равносильному нера­
венству (1.7) (оператор В112 осуществляет взаимно однозначное соответствие между НА и Я). 

Таким образом, v b v 2 - постоянные энергетической эквивалентности операторов А и В. 
' Отметим, что если оператор А ограничен, В- Е- единичный оператор, то получаем s-niaro-

вый метод наискорейшего спуска, задаваемый формулой (2) (функционал Щи) отличается в 
этом случае от функционала F(u) постоянным слагаемым: Щи) = F(u) + (f, и*)). 

Рассмотрим некоторые схемы численной реализации ^-шагового метода наискорейшего спу­
ска (сопряженных градиентов). 

• Предположим для простоты, что и0 е DA. Тогда z0 = щ - и* е DA и К% = (В~1А)% € DA, посколь­
ку К = В~1А на DA, а оператор В~{А отображает DA на DA, Из формулы (1.1) следует, что щ е ВА. 
Аналогично, ukе ВА9к = 2, 3, .... 

а. Реализация метода по формулам (1.1), (12): 

где wk = B~lrk, гк = Auk-f9 а итерационные параметры {у) , i = 1, 2 , s ) являются решением си­
стемы линейных уравнений 

^ + Y f V ! t

+

)

1 + - . . + Y f V ^ = 0 ) i ' = Q , l , . . . , 5 - l . И? } = ((1Г'А>Ч г4>. 
Отметим, что в записанные выше соотношения входят только известные в процессе итераций 

величины. 
б. Реализация метода по трехслойной схеме из [5]. 

(0) (0) Л (0) г 

Шаг 1. По заданному и\ - ик вычисляется невязка гк - Аик -/. 

Шаг 2. Решается уравнение для поправки Bwf] = r*0 ). 

ШагЗ. Вычисляется параметр т£0 ) = (wf], r*0) )/(Aw*0), w*0 )). ; -
Шаг 4. Приближение и(

к

] находится по формуле ик

] = uf^ - т*0) wf]. 
Далее, для i = 1, 2 , 5 - 1 выполняются следующие действия: 
Шаг 5. Вычисляется невязка rf = А ^ 0 - / И решается уравнение для поправки Вн^ 0 = г{

к . 
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, С К У П 1 

Ч к^к >гк )ак j 

Шаг 7. Приближение и{

к

 + 1) находится по формуле 

ик = ®<к ик +К1~®к )ик -®к Ч w k -

Шаг 8. После окончания цикла по i полагаем ик+ [ = ; 
Отметим, что в этом алгоритме используются только известные в процессе итераций величи­

ны. 
в. Реализация метода по схеме с поправкой. 

Шаг 1. По заданному и*0) = ик вычисляется невязка rfy - Aufy-f, решается уравнение 
та (0) (0) (0) (0) (0) 

Bwk = г\ для поправки w\ и полагается s\ = w\ . 
Шаг 2. Вычисляется параметр я*0) = (w^ 0 ) , rf } )/(Л4 0 )» 40 )) и полагается и[1) = м^0) - а*0) _40) 

Далее, для / = 1 , 2 , . . . , $ - 1 выполняются следующие действия:; 

Шаг 3. Вычисляется невязка г* } = Аи{

к - / и решается уравнение для поправки Bw(

k \ = г * 0 . ' ' 

Шаг 4. Вычисляется параметр = (w*-, 4 ° ) / ( и > * г ^ ~ 1 } ) и находится вектор 4° п о фор-

муле 4 = + fc* sk \ 

Шаг 5. Определяется параметр а^к - (w{

k , )l(As{

k , 4°) и вычисляется следующее прибли-
(1+1) ( 0 ( 0 ( 0 

жение и\ = ик - ак sk . 
Шаг 6. После окончания цикла по i полагаем ик+ х = . 
Здесь также используются только известные в процессе итераций величины. 
Вот некоторые другие реализуемые случаи ^-шаговых методов, взятые из [5]. 
2» £°Шжшыш1 метод сшряжешвдх невязёк, D = А*А, оператор В*А самосопряжен и положи­

тельно определен. Квадратичный функционал Щи) = | |Аи-/ | | 2 . 
Зо ̂ -Машшыпш метод сшряжешых пшцршвок. Оператор D - АВ~1А, операторы А и В самосопря­

жены и положительно определены. Квадратичный функционал Щи) = |в - 1 (Аи - f)\\l. 
4. ^-Шаговый метод шппряжешыж шогрендшостежи D - произвольный самосопряженный и по­

ложительно-определенный оператор, В = (A*)~lD. Квадратичный функционал Щи) = ||и - . 
Для численной реализации методов.2т4 могут быть использованы трехслойная схема и схема 

с поправкой. 
Отметим, что рассмотренные выше примеры ^-шаговых методов приз = 1 представляют.со-

бой, соответственно, методы наискоревддего спуска, минимальных невязок, минимальных по­
правок и минимальных погрешностей (при В• = Е явные, при В Ф Е неявные). 

2. СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ 5-ЩАГОВЫХ МЕТОДОВ 
Из определения .у-шагового метода следует, что вектор щ+ г.однозначно определяется векто­

ром ик и совпадает с ортогональной проекцией в пространстве HD вектора и* на аффинное под­
пространство { v =ик + yxKzk + ... + JSK%\ - о о < у. < во, i = 1,2,..., ,$•}, поэтому 

(Zk+u^zJo^O? г = 1 ,2,... ,*. v (2.1) 
Лемма 1. Пусть щ - последовательность, порожденная s-шаговым методом, гк = ик- и*. 

Шаг 6. Вычисляются параметры т* 0 , а*0 по формулам 

хк ~ \wk>rk >wk )> ак ~ 1'» 
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Тогда 

(zk+2,zk)D= \\zk+x\\2

D, Л.= 0 , 1 , л . . . (2.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из рекуррентного соотношения (1.1) следует, что 

7 - 7 • v ( A + 1 ) ^ 7 4- + V ( * + 1 ) i^7 
£* + 2 ~ ^*+1+Yl + ••• +ls К Zk+\> 

поэтому 
(Zk + 2,Zk)D

 = 1» Â:)z> + Yl&+ ^С^^ч-1> - • • + + 

В силу (2.1), (К*гк+1, ẑ )/) = 0, i = 1, 2 , s , поэтому 

Аналогично, 

(it) (it) ^ 
(zk+\>zk+\)D = (z*+1,z*)z> + Yi ^ * ) я + ... + y 5 (zk+\, К Zk)p - (zk+\,zk)D. 

Лемма доказана. 
Обозначим через У множество v е HD, для которых векторы v, AT v,. . . , Ksv линейно зависи­

мы. Положим % = Я 0 \ У . 
Следующая лемма указывает условие окончания ^-шагового метода за конечное число ите­

раций. 
Лемма 2о Пусть щ - последовательность, порожденная s-шаговым методом. Если z0 = щ-

- и* € У , то ик = и*,к = 1 , 2 , и н а ч е щфи*, zk = ык- м* е °\1,к = 0 , 1 , . . . . 
Доказательств©» а. Пусть Zo € У . Тогда векторы Zo, -KZ0, •••> линейно зависимы, следова­

тельно, существуют числа O Q , ..., as (не все равные 0) такие, что 

a 0 z 0 + axKz0 + ... + asKsz0 = 0. 

Предположим, что̂ ос,- = 0 при j < i, at Ф 0. Тогда 

Ki{aiz^aulKz^..^asKs'iZo) = 0. (2.3) 
Поскольку оператор К отображает HD на. HD взаимно однозначно, то из (2.3) вытекает, что 

®<iZo + <х,ч i^zo + ... + asKs'lz0 = 0, 
следовательно, | 

_ с fa.-.;/a.-, j<s-i, 
г0 + У 1 ^ о + . . . + У Л = 0, У , = ( | + '-; (2.4) 

[0, 

, Так как, в силу (1.2), 

= min ||zo + Y i ^ o : + . V . + Y X d l L (2.5) 

то из (2.4) следует, что Щщ) = 0, поэтому щ = и2 = • • • = м*-
Предположим, что Zo € Тогда векторы zo, ̂ ZqV •.К% линейно независимы, следовательно, 

Zo + Y i ^ o + . . . + У , ^ о ^ О 

для любых чисел Yi, • Y*- Поэтому из (2.5) вытекает, что Ф 0 шщ Ф и*. В силу леммы 1, 

(z2, гьЪ = I I ^ I I D '
 И Т А К К А К z \ = «i - и* * 0 , т оz 2 * 0 , T . e . 

м2Фи*. г (2.6) 

Из неравенства (2.6) вытекает, что Zi G .Щ. Действительно, в противном случае Z\ € У и, по­
вторяя рассуждения применительно к вектору z\, получаем, что и2 = и3 = ... = и*, т.е. противоре­
чие. 
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Таким образом, мы доказали, что если z 0 € %, тощ Ф и* й zx G %. Примени предыдущие рас­
суждения к вектору z\, получаем, что и2*и*у z2e % и т.д., % * w*,z* е ^ =3,4, . .v. Леммадо-
казана. 

Перейдем к оценке скорости сходимости ^-шагового метода. Если щ - такое начальное при­
ближение, что Zo = щ- и* G T, то, в силу^леммы 2, мх = и2 = ... = и*, т.е. .у-шаговый метод находит 
точное решение за одну итерацию.! Поэтому в дальнейшем будем рассматривать лишь такие 
начальные приближения, для которых Zo = м0 - и* G °lt. В этом случае, в силу леммы 2, zk = йк-
- и*£ 0, к = 0, 1 , т . е . существует последовательность 

коэффициентов относительного уменьшения квадратичного функционала при переходе от; 
кто к (к + 1)-му приближению. Эта, последовательность характеризует скорость сходимости 
^-шагового метода с начальным приближением щ. 

Оценим рк(и0). Обозначим через ns(t) = 1 + %xt +... + п/ многочлен от t степени s, наименее 
уклоняющийся от 0 на спектре sp(K) оператора К, а через 

Р/ = max |я,(0| 
tesp(K) 

обозначим величину уклонения. Имеет место 
Теорема 1. Если щ - и* G °И, то последовательность рк(и0) монотонно не убывает и огра­

ничена сверху: 
рк(и0)<рк+1(ио)<рх, к = 0 , 1 , . . . . (2.7) 

ДфкшамьшФ. Так как, 

| | Z * + 2 - P * ( « O ) Z J D = I I ^ + 2 | | D - 2 - — + , 

то, заменяя (z*+2> zk)D

 н а lk*+I||D ( Ч Т О ВОЗМОЖНО В силу равенства (2.22)), получаем 

J k + 2 - P f t ( K o ) * J i " H ^ + i l l i ) [ p L i ( w o ) - p f ( w o ) ] , (2.8) 

поэтому p*(w 0 ) < р * + !(M0)» ̂  = 0, 1,.... Далее, исходя из соотношений (1.1), (1.2), имеем 

I I * * + I | | D = ^ K + i ) = m i n l k +Yi***-+ + Y , ^ J | D < 

< \\zk + « , t o t + . . . + nXzio = К * m a * K ( 0 | N | D = P , M D , 
/€ sp(A) 

следовательно, p*(w 0 ) < p 5 , & = 0, 1,.... Теорема доказана. 
Заметашпше 1. Предположим, что \\zi\\D = P5||ZOIID * 0. Так как Z\ Ф 0, то из леммы 2 следует, что ZQ G °lt. 

Из оценки (2.7) вытекает, что р 0 (мо) = Р\(щ) = • • • = Р*> поэтому, полагая в (2.8) £ = 0, имеем 
Н = Р Л - (2.9) 

Так как ц = z 0 + yi 0 ) + ... + yj 0 ) JP*b, Z2 = ^ + Y(/* &i + . •. + Y**} iPzi, p, < 1, то из (2.9) вытекает, что 
векторы Zo, feo, линейно зависимы, что имеет место (см., например* [7]) лишь тогда, когда век­
тор Zo является линейной комбинацией собственных векторов оператора К. Поскольку Zo G то векто­
ры Zo, KZQ, KsZo линейно независимы, следовательно, оператор К должен иметь по крайней мере s + 1 
различных собственных значений. Таким образом, если \\D = pjlzolb * 0 » т о оператор К имеет более s 
различных собственных значений. В частности, для j-шагового метода наискорейшего спуска имеем, что 
если АЕ(щ) = p,AF(w0) * 0, то оператор А имеет более s различных собственных значений. 

Рассмотрим вопрос о точности оценок (2.7). 
Теорема 2о Пусть спектр оператора К содержит более s точек. Тогда выполняется следу­

ющее: 
а) для любого е > 0 существует начальное приближение и0(е) такое, что 

ps-t<pk(u0(£))$psi к = 0 , 1 , , . . ; (2.10) 
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б) если спектр оператора К точенный (т.е. состоит только из собственных значений one-
ратора К)9 то существует начальное приближение й0 такое, что 

Р*(й0) = Р*> k = 0 , 1 , . * . . . (2.11) 
Для доказательства теоремы используются вспомогательные утверждения. 
Пусть С - произвольный линейный ограниченный самосопряженный и положительно-опре­

деленный в пространстве HD оператор. Обозначим через °К,(С) множество v е Яр,, для которых 
векторы v, C V , C V линейно независимы (отметим, что °U(iO = %)• Каждому z е °ll(C) поста­
вим в соответствие многочлен 

p(t9 C,-z) = 1 + У!(С,z)t + ... + y,(G,z)t s 

от переменной t9 коэффициенты которого однозначно определяются из системы линейных урав­
нений 

^ (C ,z ) + y i (C ,z )^ + 1(C,z) + . . .+Y, (C,z)^ + 5 (C,z ) = 0, I = 1,2, . . . ,5 , 
(2.12) 

\ij(C,z) = ( ^ z b . 
Нетрудно проверить, что p(t9 К9 zk) = 1 + у ^ t + ... + yf V и имеет место соотношение ортогональ­
ности, аналогичное (2.1): 

(p(C,C,z)z,dz)D = 0, / = 1 , 2 , . . . , 5 . (2.13) 
Таким образом, многочлен С, z) порождается итерацией ^-шагового метода с оператором С 
и начальным приближением и* + z. 

Предположим, что оператор С обладает собственными значениями гъ ts+ х (tx < ... < ts +г). 
Обозначим через Я(£ собственное подпространство оператора С, соответствующее собственно­

му значению г{, а через L - ортогональную сумму Я^1 } -I-... + Н% + 1 } . Пусть 

<3l(C9L) = {p(t9C9z)\ze 1пЧ{С)}9 />(*) = 1 + ... 
является произвольным многочленом с вещественными коэффициентами. 

Сформулируем критерий принадлежности многочлена p(t) к множеству 2&(С, L). 
Лемма Зо Для того чтобы p(i) е 2&(С, L), необходимо и достаточно, чтобы последователь­

ность p(t{)9 ..., p(ts +1) шс&/ш в точности s перемен знака. 
Доказательство.» Необходимости. Пусть p(t)e 9i(C, L). Тогда существует вектор ze In %(€) 

такой, чтоp(t9 С, z) = Покажем, что последовательность/?(гь С, z),...,p(t s + ь С, z) имеет s пе­
ремен знака, Представим вектор z в виде 

5+1 

* = 1 h l | D = 1, J = 1 , 2 , . . . , 5 + 1 . (2.14) 
y=i 

Тогда 
5 + 1 5 + 1 

^* P(C,C9z)z=^p(tj9C,zKjej. (2.15) 
;=i ; = 1 

Из (2.13), (2.15) следует, что 
5+1 

(p(C9C9z)z,Ciz)D = 2 ^ ; , C , z ) ( ^ ) 2 = 0, г = 1,2,. . . ,*/ (2.16) 

После замены переменных Q = Jtj ^ в (2.16) получаем 
5 + 1 • " ' 

e,z)<C}) 2 = 0, i = 0 , 1 , . . . , ^ 1 . - i (2.17) 

Поскольку z е 41(C), то в разложений (2.14) будет ^ * 0,/ = 1,...-, s + 1,' поэтому из (2.17) вытекает, 
что р(г, С, z) - ортогональный на множестве *i, ...,*,+1 многочлен дискретного аргумента степени 
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s. Согласно теории ортогональных многочленов'(см., например, [8]), последовательность/?^!, С, 
z)y..., p(ts + 1 , С, z) имеет s перемен знака. 

ДспхеташчшспхппЬо Пусть последовательность . v . , + имеет s перемен знака. Тогда сис­
тема линейных относительно х{,..., xs + j уравнений 

5 + 1 

^&{*£)х> = 0, i = 0 , 1 , . . . , 5 - 1 , (118) 

имеет положительное решение. Действительно, в противном случае существует, в силу теоремы 
Штимке (см. [9]), многочлен q(f) = т 0 + xxt + ... + %s_XF~1 Ф 0, такой, что 

p(tj)q(tj)>0, / = 1 , 2 , . . . , 5 + 1 . (2.19) 
' Из неравенства (2.19) вытекает, что многочлен q(t) имеет s вещественных корней (с учетом крат­
ности), следовательно, q(t) = 0, т.е. получили противоречие. 

Пусть хь xs+1 - положительное решение системы (2.18). Положим § = Jx/tj , / = 1, 2, ... 
s + 1, и определим вектор z по формуле (2.14), где ^ - произвольный.единичный вектор из 

И{£. Покажем, что p(t, С, z) = /КО- Действительно, для вектора z справедливы формулы (2.15)-
(2.17), поэтому 

5 + 1 

C,z)Xj,= 0, i = 0,1, . . . , 5 - 1 . (2.20) 

Вычитая соответствующие уравнения1 (2.18) из (2.20Х получаем 

*£Sj(p(tpC,z)-p(tj))Xj = 0, i = 0 , 1 , . . . , 5 - 1 . (2.21) 
7 = 1 

Так как p(t9 С, z)-p(t) = тФ{г), г.де.Ф(0 - некоторый многочлен степени меньше 5, то равенства 
(2.21) можно переписать в виде 

5 + 1 ' 

= 0, i = 0 , 1 , . . . , 5 - 1 . (2.22) 

Поскольку Xj Ф 0, j = 1,2,..., 5 + 1, то из (2.22) вытекает, что Ф(0 = 0, что и требовалось доказать. 
Лемма доказана. 

Дшазатгельств© теоремы 2 , а. Обозначим через tb + 1 точки чебышёвского альтернанса 
для многочлена тс5(г), расположенные влорядке возрастания. Тогда гх е sp(K), i = 1, 2 , 5 + 1, и 

( - 1 ) ' ' ~ Ч ( * , . ) = %s(h) = р „ у = 2 , 3 , . . . , 5 + 1 . (2.23) 
Выберем число 6 > 0 так, чтобы интервалы А,- = [*,- 8, + -8[,/ = 1, 2 , s + 1, попарно не пересе­
кались. Положим EAj = Etj+b - £,_5, Н%\= EAHD,b= Я (

0

1 } + ... + я£+1), L 1 ортогональное 
дополнение подпространства L до Яд (2?, - спектральная функция оператора К). Так как tj е 
е sp(£), то Н(р Ф 0J = 1 , 2 , 5 + 1, следовательно, линейный оператор С, заданный соотноше­
нием 

C z = | ^ zeH^, 
\ K Z , ze l \ ~ . / * 

обладает собственными значениями tx,..., f5 + j- и соответствующими собственными подпростран­
ствами Я д } , . . . , Яд + 1 } . Кроме того, нетрудно проверить, что оператор С ограничен, самосопря­
жен и положительно определен в пространстве HD. Из равенства (2.23) вытекает, что последо­
вательность ns(tx), ns(ts+l) имеет в точности s перемен знака, поэтому, в силу леммы 3, ns(t)e 
G 2&(С, L). Следовательно, существует единичный вектора вида 

z = WZWD = 1, *}€ H$9t \\ej\\D = 1, / = 1 , 2 , . . . , 5 + 1^ 
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С- = 1, £ ( - 1 ) ; " ^ д = 0, / = 1 , 2 , . . , , 5 . (2.24) 
7 = 1 7 = 1 ; 

Равенства (2.24) образуют систему линейных уравнений относительно ; = 1, 2, 5 + 1. Не­
трудно проверить, что определитель этой системы отличен от 0, следовательно, она имеет един-
ственное решение. Таким образом, коэффициенты , j = 1,2;..., s + 1, а вместе с ними и моменты 

5 + 1 

m c z ) = {Cz,z)D = 
7 = 1 

не зависят от 5. 
Далее, из определения оператора С следует, что lim ||С—JCfl. = 0, поэтому V / > 0 lim \1^К9 z) = 

8-»0 5-»0 

= fi^C, z). Но тогда из соотношений (2.13) вытекает, что 
Иту;(К,г) = Y.-(CU), i = 1,2, 
5->0 

следовательно, 
IimM*T,JS:,r)z-p(C,C,z)z |i,-'0. (2.25) 
5->0 

Положим р(К, z) = \\р(К, К, z)z\\D, р(С, z) = ||р(С, С, z)z||D. Так как \\р(С9 С, z)zlb = р„ то из (2.25) 
вытекает, что lirap(i£, z) = р 5 . Выберем 8 настолько малым, чтобы |p(i£, z) - p j < е, и положим 

5-»0 

мо(е) = и* + z. Поскольку р0(ио(е)) = р(К, z), то р, - е < р0(Ц)(е)) и, в силу теоремы 1, ps - е < р*(и0(£)) ^ 
< р 5 Д = 0 , 1 , ч т о и требовалось доказать. 

б. Предположим теперь, что спектр оператора К точечный. Тогда точки th ts + i че-
бышёвского альтернанса для многочлена n5(t) являются собственными значениями оператора К. 
Так как последовательность тфх), • • Ks(ts+\) икеет в точности s перемен знака, то, в силу леммы 3, 
я5(0 е ЩК, L), следовательно, существует вектор z е L n °tl(10 такой, что p(t, K9 z) = я,(0- Поло­
жим й0 =и* + z. Используя соотношение (2.23), получаем р 0(й 0) = ps. Утверждение п. б вытекает 
теперь из теоремы 1. Теорема доказана. 

Замечание 2. Из оценки (2.10) следует, что 
/ • • • ( p , - e ) * | z o ( e ) L ^ k ( e ) | | D ^ P * N e ) l i ) . k = Q,i,.... (2.26) 

Из (2.11) вытекает, что 

№ = P*po||D, ^ = 0 , 1 , . . . . <2.27) 
Для 5-шагового метода наискорейшего спуска соотношения (2.26), (2.27) эквивалентны соответствую­

щим соотношениям (7), (8). 
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такой, что p(t9 С, z) = ns(t). Поэтому, используя соотношения (2.13), (2.23), имеем 
5 + 1 5 + 1 

'2 _ 1 


