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Вступ

Метою лабораторних робіт є набуття студентами навиків та вмінь у проведенні експериментальних досліджень при вивченні методів спектрального опису детермінованих та випадкових сигналів різних типів, порівнянні експериментальних та розрахункових результатів, а також у поглибленні та конкретизації програмного матеріалу, що вивчається в лекційній частині дисципліни «Математичні основи автоматизованого проектування». Лабораторні роботи виконуються студентами на ПЕОМ під керівництвом викладача. 

Перед початком виконання лабораторних робіт студенти в лабораторії проходять інструктаж з техніки безпеки, правил якої зобов’язані дотримуватися в ході виконання робіт.
Перед початком кожної лабораторної роботи студенти повинні:

· ознайомитись з описом роботи, завданням на виконання лабораторної роботи та методикою і послідовністю проведення експерименту, які пропонуються;
· виконати, якщо це потрібно, попередні розрахунки;

· підготувати необхідні бланки, таблиці для запису експериментальних даних та оформлення протоколів досліджень.

Протокол лабораторної роботи складається кожним студентом самостійно і повинен містити:

· назву та мету лабораторної роботи;

· зображення у часі сигналів, які досліджуються;

· результати та таблиці попередніх розрахунків;
· таблиці вимірювань і обчислень під час експерименту та побудовані у відповідності з ними графіки;

· висновки з обміркуванням результатів роботи.
Готовність студента до виконання лабораторної роботи контролюється викладачем, який проводить заняття, перед початком експерименту.
Повністю оформлений звіт з лабораторної роботи подається викладачеві та захищається студентом на наступному після виконання роботи занятті.

Лабораторна робота 1
Дослідження спектрів періодичних сигналів
Мета роботи: дослідити вплив параметрів (тривалості імпульсів, періоду, зміщення відносно початку координат) періодичних послідовностей відеоімпульсів на амплітудно-частотний та фазочастотний спектри цих сигналів.

Основні теоретичні відомості
Періодичним називають сигнал 
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, який задовольняє умові:
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Числове значення T > 0 має назву періоду сигналу. Для періодичних сигналів у якості ортонормованого базису широко застосовується послідовність ортогональних на періоді 
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 і нормованих тригонометричних функцій [1,2]:
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 – період сигналу, який розкладається в ряд.

Періодичну функцію 
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, яка на періоді задовольняє умови Діріхле, завжди можна розкласти на елементарні складові по системі функцій (1.1) і записати у вигляді ортогонального ряду, що має назву ряду Фур’є. Розрізняють декілька форм запису ряду Фур’є.

Перша (основна) форма запису ряду Фур’є має вигляд:


[image: image13.wmf](

)

[

]

å

¥

=

w

+

w

+

=

1

1

1

0

,

 

sin

cos

2

n

n

n

t

n

b

t

n

a

a

t

s


(1.2)

де коефіцієнти Фур’є: 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image15.wmf](
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У правій частині співвідношення (1.2) частота 
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 має назву основної кругової частоти першої гармонічної складової; 
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– перший елемент суми (1.2), який відображає постійну складову періодичного сигналу
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– відповідно косинусоїдальні і синусоїдальні коефіцієнти ряду Фур’є.

Використовуючи відомі тригонометричні співвідношення, ряд Фур’є (1.2) можна записати у такому вигляді:
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де
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що і дає другу форму запису ряду Фур’є у тригонометричному базисі (1.1).

Із (1.3) випливає, що періодичний сигнал s(t) може бути представлений у вигляді суми його постійної складової 
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 і нескінченної послідовності гармонічних складових (гармонік), кожна з яких має свою амплітуду 
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 і початкову фазу 
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Третя форма запису ряду Фур’є більш зручна для теоретичних викладок. Ця форма ряду Фур’є реалізується у базисі комплексних експоненційних функцій виду:
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(1.4)

У цьому базисі ряд Фур’є для періодичного сигналу запишеться так:

s(t) = 
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де  
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 - коефіцієнт Фур’є періодичного сигналу s(t), що відповідає   n-й ортонормованій функції 
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 базису комплексних експоненційних функцій (1.4). Ці коефіцієнти, на відміну від коефіцієнтів ряду (1.2), є комплексними числами, на що вказує крапка над символом коефіцієнта.

Комплексні коефіцієнти Фур’є обчислюються за формулою:
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(1.6)

Упорядковану за частотами 
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) послідовність амплітуд 
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) гармонік періодичного сигналу s(t), знайдену на основі розкладу його в ряд Фур’є згідно з формулою (1.3) у тригонометричному базисі (1.1) (або за формулою (1.5) у базисі (1.4)), називають амплітудно-частотним спектром (АЧС) цього сигналу .
Упорядкована аналогічним чином послідовність початкових фаз 
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) називається фазочастотним спектром (ФЧС) періодичного сигналу s(t).

І АЧС і ФЧС сигналів зручно зображати графічно. Для цього у прямокутній системі координат по вісі абсцис відкладають частоти гармонік n
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, або номери гармонік n, якщо відкладати нормовані частоти 
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, а по вісі ординат значення амплітуд (для АЧС) або значення початкових фаз (для ФЧС). На рис.1.2 зображено АЧС і ФЧС деякого гіпотетичного періодичного сигналу в базисі (1.1). Зі збереженням того ж масштабу, що і на рис.1.2, на рис.1.3 зображено АЧС і ФЧС цього ж сигналу у комплексному базисі (1.8).
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Рис.1.2. Спектральні діаграми періодичного сигналу  в
тригонометричному базисі: а – АЧС, б – ФЧС
Завдання до лабораторної роботи
В процесі лабораторної роботи студент має дослідити вплив параметрів (тривалості, періоду, зміщення відносно початку координат) імпульсів періодичних сигналів, які задає викладач, на вигляд та параметри АЧС та ФЧС цих сигналів.
Порядок виконання роботи

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 1. Виконати наступні пункти роботи:

1.
Дослідити спектр періодичної послідовності прямокутних відеоімпульсів.

1.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
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, часового зсуву 
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, тривалості імпульсу 
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 й періоду повторення 
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 імпульсів періодичної послідовності.
1.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 1.1 для 10 гармонік і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.
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Рис. 1.3. Спектральні діаграми періодичного сигналу в комплексному

експоненційному базисі: а – АЧС, б – ФЧС
Таблиця 1.1
	
[image: image51.wmf]n


	
[image: image52.wmf]1

w

n


	
[image: image53.wmf]|

|

n

c


	
[image: image54.wmf]n

Q



	
	
	
	


1.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

1.4.
Дослідити залежність спектра послідовності імпульсів від тривалості імпульсу 
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. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

2.
Дослідити спектр періодичної послідовності трикутних відеоімпульсів.

2.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
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 й періоду повторення 
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 імпульсів періодичної послідовності.

2.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

2.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

2.4.
Дослідити залежність спектра послідовності імпульсів від тривалості імпульсу 
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. Для цього повторити пункти 2.1 і 2.2 з новими значеннями для тривалості імпульсу 
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, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

3.
Дослідити спектр періодичної послідовності відеоімпульсів, утворених шляхом обмеження гармонічного сигналу.

3.1.
Одержати від викладача значення амплітуди 
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, кута відсічення 
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 й періоду повторення 
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 значень гармонічного сигналу.

3.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю 1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

3.3.
Замалювати графік сигналу, отриманий у результаті підстановки розрахованих коефіцієнтів у ряд Фур'є.

4.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. Дайте означення періодичного сигналу.

2. Запишіть формулу для визначення постійної складової періодичного сигналу.

3. Запишіть формулу ряду Фур’є для періодичних сигналів.
4. Запишіть формулу ряду Фур’є для періодичного сигналу, що описується парною функцією.

5. Чим відрізняється амплітудно-частотні спектри періодичних сигналів у тригонометричному та комплексно-експоненційному базисах?

6. До яких змін у спектрі періодичного сигналу призводить зміщення сигналу у часі?

7. Який зв’язок існує між шириною спектра періодичного сигналу та тривалістю його імпульсів?

8. Що зміниться у спектрі періодичного сигналу, якщо його період збільшити вдвічі?

9. Наведіть формули, що визначають співвідношення між косинусоїдальними і синусоїдальними коефіцієнти ряду Фур’є та амплітудами і початковими фазами гармонік спектра періодичного сигналу?

10. Які сигнали називаються ортогональними?

11. Дайте означення норми сигналу.
Лабораторна робота 2
Синтез періодичних сигналів 
Мета роботи: виконати гармонічний синтез періодичних сигналів і дослідити точність їх наближення урізаним рядом Фур’є.

Основні теоретичні відомості
Синтезом сигналів називають процедуру отримання сигналів заданої складної форми на основі підсумовування за визначеними правилами означених елементарних сигналів більш простої форми.

Одним із різновидів синтезу сигналів є гармонійний синтез періодичних сигналів. Для синтезу останніх в якості елементарних сигналів використовуються гармонічні сигнали, які теж належать до класу періодичних. Період Т сигналу, що синтезується, задає частоту 
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першої гармонійної складової. Наступні складові мають частоти, кратні частоті першої гармоніки.

Синтезу будь-якого сигналу, у тому числі і гармонічному синтезу періодичних сигналів, передує їх теоретичний аналіз. Цей аналіз направлений на обчислення характеристик гармонійних складових. Будь-яке гармонічне коливання повністю задається своєю амплітудою А, частотою 
[image: image68.wmf]w

 і початковою фазою 
[image: image69.wmf]q

. Тому перед синтезом сигналів потрібно обчислити вказані параметри для кожної гармонійної складової. Ця процедура виконується на основі математичного апарату, пов’язаного з розкладом періодичних функцій в ряд Фур’є:
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(2.1)

де означення та формули для обчислення амплітуд
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 і фаз 
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, а також коефіцієнтів 
[image: image75.wmf]n
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[image: image78.wmf]2
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 наведені в поясненнях до формул (1.2) і (1.3) в лабораторній роботі 1.
Таким чином, синтез сигналу 
[image: image79.wmf]s

(t) включає такі етапи:

1. Обчислюють за формулами (2.2) і (2.3) коефіцієнти Фур’є 
[image: image80.wmf]n

a

, n = 0, 1, 2,
[image: image81.wmf]K

 і 
[image: image82.wmf]n

b

, n = 1, 2,
[image: image83.wmf]K

 у загальному вигляді, без конкретизації параметрів (періоду Т, тривалості і амплітуди сигналу s(t)).

2. Знаходять вирази для амплітуд 
[image: image84.wmf]n
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 і початкових фаз 
[image: image85.wmf]n

q

 гармонійних складових.

3. Записують для сигналу s(t) його ряд Фур’є шляхом підстановки в праву частину співвідношення (2.1) знайдених виразів для 
[image: image86.wmf]n
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 і 
[image: image87.wmf]n
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.

4. Для конкретних значень параметрів сигналу: періоду (Т), тривалості 
[image: image88.wmf](
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 і амплітуди (U), обчислюються значення амплітуд 
[image: image89.wmf]n
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 і фаз 
[image: image90.wmf]n
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 для перших N гармонік і заносяться в табл.2.1. Значення N залежить від точності наближення вихідного сигналу 
[image: image91.wmf]s

(t)  синтезованим сигналом 
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5. Виконується поетапний синтез сигналу 
[image: image94.wmf]s

(t) за формулою (2.2). На першому етапі отримуємо сигнал: 
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Таблиця 2.1
	№ гарм.
	0
	1
	2
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На другому – 
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 і т.д.

На кожному з етапів знаходиться похибка наближення за формулою:
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Очевидно, що зі збільшенням значення індексу k похибка (2.3) повинна зменшуватись і прямувати до нуля, тобто 
[image: image115.wmf]0
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. Отже, шляхом збільшення максимального номера гармоніки N в (2.2) завжди можна  синтезувати сигнал з потрібною, наперед заданою, точністю.

Домашнє завдання
1. Отримати від викладача два види періодичних сигналів і розкласти кожен з них у ряд Фур’є, знайшовши загальні вирази для амплітуд 
[image: image116.wmf]n
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 і  початкових фаз
[image: image117.wmf]n

q

.

2. Задавшись конкретними параметрами сигналів, обчислити для них числові значення амплітуд 
[image: image118.wmf]n
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 і фаз
[image: image119.wmf]n
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при n = 0, 1, 2,
[image: image120.wmf]K

, 10. Занести отримані значення в табл. 2.1.

Завдання лабораторної роботи
1. Виконати поетапний синтез кожного із заданих періодичних сигналів, починаючи з першого етапу 
[image: image121.wmf](
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 (сума постійної складової і першої гармоніки) і закінчуючи десятим етапом 
[image: image122.wmf](
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(сума постійної складової і перших десяти гармонік).

2. На кожному з етапів зобразити графіки відрізків синтезованих періодичних сигналів 
[image: image123.wmf](
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,   k = 1, 2,
[image: image124.wmf]K

, 10.

3. На кожному з етапів синтезу k = 1, 2,
[image: image125.wmf]K

, 10 обчислити похибку апроксимації і для кожного із заданих сигналів результати обчислень занесли до табл. 2.2

Таблиця 2.2

	Похибка (k

	(1
	(2
	(3
	....
	(10

	Значення

похибки
	
	
	
	
	


4. Побудувати графіки залежності похибки апроксимації 
[image: image126.wmf]k

D

 від кількості гармонік k, що складаються.
Порядок виконання роботи
1. Запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 2.

2. Ввести заздалегідь розраховані дані (для сигналу, отриманого від викладача у вигляді домашнього завдання на попередньому занятті):

· у пункті 1 період сигналу 
[image: image127.wmf]T

 в мікросекундах і постійну складову сигналу 
[image: image128.wmf]0

a

 у Вольтах;

· у пункті 2 ввести в таблицю для кожної гармоніки синтезованого сигналу амплітуду 
[image: image129.wmf]A

 у Вольтах  і фазу 
[image: image130.wmf]q

 в градусах.

3. Намалювати амплітудний і фазовий спектр синтезованого сигналу.

4. Намалювати графіки залежностей значень синтезованого сигналу від часу як суму однієї, двох, трьох і семи гармонік.

5. На кожному з етапів синтезу k = 1, 2,
[image: image131.wmf]K

, 10 обчислити похибку апроксимації і для кожного із заданих сигналів результати обчислень занести до табл.2.2

6. За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.
Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає задача гармонічного синтезу періодичних сигналів?

2. Запишіть формулу для визначення косинусоїдальних коефіцієнтів Фур’є періодичного сигналу у тригонометричному базисі.
3. Як визначити початкову фазу гармонічної складової періодичного сигналу коли відомі відповідні їй косинусоїдальний і синусоїдальний коефіцієнти Фур’є?
4. Як знаходиться похибка наближення періодичного сигналу при його синтезі?

5. Запишіть формулу для визначення синусоїдальних коефіцієнтів Фур’є періодичного сигналу у тригонометричному базисі.

6. Яке співвідношення існує між періодами першої та п’ятої гармонік періодичного сигналу?

7. Що треба зробити при синтезі періодичного сигналу, щоб зменшити похибку наближення?
Лабораторна робота 3

Дослідження спектрів неперіодичних сигналів

Мета роботи: дослідити експериментально властивості спектральних щільностей (АЧС і ФЧС) неперіодичних сигналів, зокрема одиничних імпульсів.

Основні теоретичні відомості
При гармонічному аналізі періодичних сигналів останні зображають у вигляді суми скінченої або зліченої множини гармонічних коливань з кратними частотами. Подібне зображення в частотній області може бути отримано і для неперіодичних сигналів. Але оскільки можна вважати, що період неперіодичного сигналу 
[image: image132.wmf]¥
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, то це призводить до того що, амплітуди гармонічних складових є нескінченно малими величинами, і вони утворюють незліченну (континуальну) множину. Тому, по-перше, спектр неперіодичних сигналів характеризують спектральною щільністю амплітуд гармонік. І, по-друге, спектр неперіодичних сигналів, на відміну від спектрів періодичних сигналів, є неперервною функцією частоти. 

Спектральна щільність 
[image: image133.wmf](
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 неперіодичного сигналу обчислюється на основі інтегрального перетворення Фур’є:
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Перехід від зображення неперіодичного сигналу 
[image: image137.wmf](
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 у часі до зображення його у частотній області 
[image: image138.wmf](
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 називають прямим ортогональним перетворенням, а тому перетворення (3.1) отримало назву прямого перетворення Фур’є.

Перехід від зображення сигналу в частотній області 
[image: image139.wmf](
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 до зображення його у часі  
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 здійснюють за допомогою оберненого перетворення Фур’є:
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Перетворення (3.1) і (3.2)  називають ще двійкою інтегральних перетворень Фур’є.

Для того, щоб існувало перетворення Фур’є (3.1), або, іншими словами, щоб існувала для сигналу 
[image: image143.wmf](
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 його спектральна щільність
[image: image144.wmf](
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 в класі звичайних функцій, необхідно і достатньо, щоб існував інтеграл
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У загальному випадку спектральна щільність 
[image: image146.wmf](
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 є комплексною функцією. Дійсно, згадаємо, що
[image: image147.wmf].
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 Тоді для співвідношення (3.1) отримаємо:
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 3.4)

де через 
[image: image149.wmf](
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 і 
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 позначені дійсна і уявна складові спектральної щільності відповідно.

Модуль спектральної щільності
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називають амплітудно-частотним спектром (АЧС) неперіодичного сигналу, де 
[image: image152.wmf]*

 означає комплексне спряження. Аргумент спектральної щільності
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  (3.6)
називають фазочастотним спектром (ФЧС) неперіодичного сигналу.

Праву частину співвідношення (3.4), з урахуванням (3.5) і (3.6) можна записати так: 
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Фізична розмірність спектральної щільності 
[image: image155.wmf](
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 дорівнює фізичній розмірності сигналу 
[image: image156.wmf](
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, поділеній на розмірність частоти. Наприклад, якщо значення
[image: image157.wmf](
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 мають розмірність напруги 
[image: image158.wmf]]
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, то розмірність спектральної щільності буде [В/Гц]  або 
[image: image159.wmf][
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Домашнє завдання
1. Виконати аналітичний опис двох неперіодичних сигналів, вказаних викладачем.

2. Записати аналітичні вирази для цих сигналів після зсуву їх у часі.

3. Знайти аналітичні вирази для заданих сигналів після диференціювання і інтегрування.

Завдання лабораторної роботи
1. Для заданих сигналів за допомогою комп’ютера обчислити АЧС і ФЧС.

2. Повторити обчислення спектрів сигналів при зміні їх параметрів (тривалості, амплітуди, зміщення відносно початку кординат).

3. Обчислити спектри сигналів після диференціювання і інтегрування.

Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 3. Виконати такі пункти роботи:

1. 
Дослідити спектр прямокутного відеоімпульса.

1.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image160.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image161.wmf]0

t

 та тривалості імпульсу 
[image: image162.wmf]t

.

1.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити табл. 3.1 для 10 значень частоти 
[image: image163.wmf]w

і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

Таблиця 3.1
	
[image: image164.wmf]w
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1.3.
Дослідити залежність спектра від тривалості імпульсу 
[image: image167.wmf]t

, часового зсуву 
[image: image168.wmf]0

t

. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

2.Дослідити спектр експоненційного відеоімпульса.

2.1.
Отримати від викладача значення амплітуди
[image: image169.wmf]U

, коефіцієнта 
[image: image170.wmf]a

.
2.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю, аналогічну табл. 3.1 для 10 значень частоти 
[image: image171.wmf]w

 і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.

2.3.
Дослідити залежність спектра від коефіцієнта 
[image: image172.wmf]a

. Для цього повторити пункти 1.1 і 1.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

3.
Дослідити спектр гауссівського відеоімпульса.

3.1.
Отримати від викладача значення амплітуди 
[image: image173.wmf]U

, часового зсуву 
[image: image174.wmf]0

t

та коефіцієнта 
[image: image175.wmf]b

.

3.2.
Замалювати графік сигналу, заповнити таблицю, аналогічну табл. 3.1 для 10 значень і замалювати графіки амплітудного й фазового спектрів.
 3.3. Дослідити залежність спектра від коефіцієнта 
[image: image176.wmf]b

. Для цього повторити пункти 3.1 і 3.2 з новими значеннями для досліджуваного параметра, залишаючи інші параметри сигналу незмінними.

4. 
Для гауссівського імпульсу повторити проведені дослідження для похідної й інтеграла від сигналу для одного з наборів параметрів сигнала.

5.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. Як визначається спектральна щільність сигналу?

2. Що таке АЧС неперіодичного сигналу?

3  Що таке ФЧС неперіодичного сигналу?

4. Як змінюється АЧС і ФЧС сигналу при зсуві його у часі?

5. Для яких сигналів не існує спектральна щільність у класі звичайних функцій?

6. Чи можуть реальні сигнали мати обмежений за частотою спектр?

7. Як змінюється спектр сигналу після його диференціювання?

8. Як змінюється спектр сигналу після його інтегрування?

9. Чому чисельно дорівнює спектральна щільність сигналу на нульовій частоті?

10. Для яких сигналів їх спектральна щільність є дійсною функцією?

Лабораторна робота 4

Амплітудна модуляція

Мета роботи: ознайомитися з особливостями зображення сигналів з амплітудною модуляцією у часовій та частотній областях. Дослідити вплив на вид модульованого коливання та його спектру параметрів модулюючих сигналів.

Основні теоретичні відомості
Процедура, пов’язана з перенесенням спектра “первинного” інформаційного сигналу 
[image: image177.wmf](
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 із низькочастотної області у діапазон достатньо високих частот, отримала назву модуляції. Для створення модульованого коливання перш за все треба вибрати деяке високочастотне коливання 
[image: image178.wmf](
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, яке залежить від 
[image: image179.wmf]n

 параметрів
[image: image180.wmf]}
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. Таке коливання носить назву несучого. Якщо тепер подіяти низькочастотним сигналом 
[image: image181.wmf](
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 на коливання 
[image: image182.wmf](
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 таким чином, щоб один або декілька його параметрів змінювалися у часі в такт зі змінами сигналу
[image: image183.wmf](
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, то несуче коливання отримує нову властивість, а саме, воно буде тепер містити в собі ту інформацію, яка попередньо була розміщена в сигналі
[image: image184.wmf](
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. Таке коливання носить назву модульованого. Умовно його математичну модель можна записати у такому вигляді:
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де для визначеності покладено, що від сигналу 
[image: image186.wmf](
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 залежать другий і третій параметри. 

Фізичний процес управління параметрами несучого коливання і є модуляцією.

Досить широкий клас модульованих сигналів утворюють з використанням в якості несучого високочастотного гармонічного коливання

    
[image: image187.wmf](
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Гармонічне коливання (4.1) залежить від трьох параметрів: амплітуди 
[image: image188.wmf]0

U

, частоти 
[image: image189.wmf]н

w

 і початкової фази 
[image: image190.wmf]0

j

. Якщо амплітуду 
[image: image191.wmf]0
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 змінювати у часі в такт зі змінами модулюючого коливання 
[image: image192.wmf](
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, то отримаємо амплітудно-модульоване  коливання 
[image: image193.wmf](
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[1, с.119-125]. Формально цього можна досягти, якщо додати модулююче коливання 
[image: image194.wmf](
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 з деяким ваговим коефіцієнтом k до амплітуди 
[image: image195.wmf]0
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 несучого коливання і тоді остання стане залежною від часу:

            
[image: image196.wmf](
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Функцію 
[image: image197.wmf](
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 називають обвідною амплітудно-модульованого коливання.

Амплітудно-модульоване коливання, з урахуванням (4.1) і (4.2), у загальному випадку може бути записано так:

          
[image: image198.wmf](
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На рис (4.1.) показана одна із можливих осцилограм такого коливання.
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Рис.4.1. Осцилограма амплітудно-модульованного коливання

Найпростішим видом амплітудної модуляції є однотональна амплітудна модуляція, яка виникає у тому випадку, коли модулююче коливання 
[image: image200.wmf](
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 є гармонічним коливанням з частотою 
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, тобто 
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де 
[image: image203.wmf]E

 - амплітуда, а 
[image: image204.wmf]F

 - початкова фаза.

Підставивши (4.2) в (4.3) з урахуванням (4.4), дістанемо 
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де 
[image: image206.wmf]0
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 – коефіцієнт пропорційності, який називають коефіцієнтом модуляції. Величина 
[image: image207.wmf]M

 характеризує глибину модуляції амплітудно-модульованого коливання. Коефіцієнт модуляції 
[image: image208.wmf]M

 може набувати значення від 0 до 1, тобто 
[image: image209.wmf]1
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Якщо розкриємо в правій частині співвідношення (4.5) квадратні дужки, то отримаємо представлення коливання при однотональній амплітудній модуляції у вигляді суми трьох  гармонічних коливань:


[image: image210.wmf](
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 (4.6)

У правій частині (4.6) перше гармонічне коливання  з частотою 
[image: image211.wmf]н

w

 повністю збігається з коливанням (4.1) і тому називається несучим. Друга гармонічна складова має частоту 
[image: image212.wmf](
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, яка за своїм значенням більша значення частоти несучого коливання 
[image: image213.wmf]н
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, і тому має назву верхнього бокового коливання. Третя гармонічна складова має частоту 
[image: image214.wmf](
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, яка  за значенням менша частоти несучого коливання 
[image: image215.wmf]н
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, і тому має назву нижнього бокового коливання
Більш складним видом сигналів з амплітудною модуляцією є сигнали, для яких модулююче коливання 
[image: image216.wmf](
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 складається з декількох гармонічних складових, а саме:
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(4.7)

де частоти коливань 
[image: image218.wmf]N
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 утворюють упорядковану послідовність: 
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Підставивши (4.2) в (4.3) з урахуванням (4.7), отримаємо для сигналу з  полігармонічною амплітудною модуляцією таке представлення:
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[image: image221.wmf](
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де парціальні коефіцієнти амплітудної модуляції  
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Розкривши квадратні дужки в правій частині рівності (4.8), отримаємо розкладення сигналу з полігармонічною амплітудною модуляцією на гармонічні складові:
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Порівнюючи співвідношення (4.6) і (4.9), зазначимо, що, на відміну від сигналу з однотональною амплітудною модуляцією, коливання з полігармонічною амплітудною модуляцією мають у своєму спектральному складі цілі групи верхніх і нижніх бокових гармонічних коливань. При цьому кількість коливань у кожній із груп співпадає з кількістю гармонічних складових у модулюючму коливанні 
[image: image224.wmf](
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Рис. 4.3. Амплітудно-частотний та фазочастотний спектри сигнала з однотональною амплітудною модуляцією

Завдання лабораторної роботи
1. Дослідити види осцилограм, амплітудні та фазові спектри сигналу з однотональною амплітудною модуляцією при різних індексах модуляції та початкових фазах несучого коливання і модулюючого сигналу.

2. Дослідити осцилограми, амплітудні та фазові спектри сигналів зі складною (багатотональною) амплітудною модуляцією. Дослідження провести для двох різних модулюючих сигналів. Значення параметрів сигналів отримати від викладача.
Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD та завантажити лабораторну роботу 4. Виконати такі пункти роботи:

1. 
Дослідити сигнал з однотональною амплітудною модуляцією.

1.1. Ввести значення частоти несучого коливання 
[image: image226.wmf]н

w

.

1.2. Ввести значення коефіцієнта 
[image: image227.wmf]l

, що визначає частоту модулюючого  коливання 
[image: image228.wmf]W

.

1.3  Ввести значення фази несучого коливання 
[image: image229.wmf]0

j

 і фази модулюючого коливання 
[image: image230.wmf]F

, значення амплітуди несучого коливання 
[image: image231.wmf]E

.

1.4. 
Ввести значення коефіцієнта модуляції 
[image: image232.wmf]M

.

1.5. 
Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

1.6. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

1.7. 
Повторите пункти 1.1 – 1.6, щораз змінюючи значення одного із параметрів 
[image: image233.wmf](
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 при незмінних значеннях інших параметрів.

2. 
Дослідити амплітудно-модульований сигнал при модуляції прямокутним відеоімпульсом (радіоімпульс).

2.1. Ввести тривалість імпульсу 
[image: image234.wmf]t

.

2.2. Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

2.3. Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

2.4. Повторите пункти 2.1 – 2.4 для двох інших значень тривалості імпульсу 
[image: image235.wmf]t

.

3.    Дослідити амплітудно-модульований сигнал при модуляції трикутним відеоімпульсом.

3.1. Ввести тривалість імпульсу 
[image: image236.wmf]t

.

3.2. 
Замалювати графік модулюючого відеоімпульсу
3.3. Замалювати графік залежності миттєвих значень амплітудно-модульованого сигналу від часу.

3.4. 
Замалювати амплітудний і фазовий спектри модульованого сигналу.

3.5. 
Повторити пп. 2.1 – 2.4 для двох інших значень тривалості імпульсу 
[image: image237.wmf]t

.

4.
За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає процес модуляції?

2. Яке коливання є несучим для амплітудно-модульованого коливання?

3. Що таке коефіцієнт амплітудної модуляції і яких значень він може набувати?

4. Як визначити коефіцієнт амплітудної модуляції, коли відомі максимальне і мінімальне значення обвідної коливання з однотональною амплітудною модуляцією?

5. Які гармонічні коливання містяться в сигналі з однотональною амплітудною модуляцією?

6. Як визначається ширина спектра амплітудно-модульованого коливання?

7. Дайте означення сигнала з односмуговою амплітудною модуляцією.

8. Від чого залежить значення амплітуди бокових гармонічних коливань амплітудно-модульованного сигналу?

9. Коли при амплітудній модуляції виникає перемодуляція?
Лабораторна робота  5

ДОСЛІДЖЕННЯ СПЕКТРІВ ДИСКРЕТНИХ СИГНАЛІВ

Мета роботи: ознайомитися з особливостями спектрів дискретних сигналів. Дослідити спектри, отримані методами ортогональних перетворень дискретних сигналів у базисах дискретних експоненційних функцій та дискретних функцій Уолша. 

Основні теоретичні відомості

Дискретним сигналом називається скінчена або злічена упорядкована послідовність дійсних або комплексних чисел 
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 називають відліком або значенням дискретного сигналу у момент часу 
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, де 
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– інтервал дискретизації. На рис. 6.1 наведено приклад деякого дискретного сигналу. 

Спектр дискретного сигналу
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обчислюється за формулою дискретного перетворення Фур’є [1]:
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Рис. 6.1  Дискретний сигнал

Особливістю спектрів дискретних сигналів є те, що вони є періодичними функціями частоти 
[image: image245.wmf]ω

. 

Зауважимо, що дискретне перетворення Фур’є виду (6.1) дає неперервний спектр 
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 дискретного сигналу 
[image: image247.wmf]{

}

...

,

2

,

1

,

0

),

(

=

D

n

n

s

. Але на практиці спектри дискретних сигналів обчислюються за допомогою ЕОМ і тому отримують спектр теж у вигляді дискретної послідовності. Окрім того, обсяг вибірки реального сигналу є скінченим. Тобто на практиці маємо справу з дискретним сигналом вигляду:
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де 
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– обсяг вибірки (кількість відліків сигналу).

Тому алгоритм дискретного перетворення Фур’є означають таким чином, щоб отримати послідовність дискретних відліків спектру 
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 того ж обсягу N, що і кількість відліків сигналу (6.2) у часі, де 
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 – інтервал дискретизації в частотній області, який визначається за формулою 
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Підставивши (6.2) в праву частину (6.1) і врахувавши, що неперервна частота 
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 замінюється на дискретні значення 
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Формула (6.3) і є дискретним перетворенням Фур’є, дискретним як у часі, так і в частотній області, і може використовуватись при обчисленні спектрів дискретних сигналів за допомогою ЕОМ.

Введемо позначення
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Значення цього комплексного числа залежить від обсягу N вибірки дискретного сигналу і носить назву фазового або фазообертаючого множника.

Опускаючи в співвідношенні (6.3) позначення інтервалів дискретизації у часі 
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 і у частотній області 
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 і враховуючи позначення (6.4), запишемо дискретне перетворення Фур’є у загальноприйнятій формі:
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Перетворення Фур’є (6.5) можна записати в матричній формі
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 –  вектор-стовпчик дискретних відліків сигналу (Т – операція транспонування);  
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 – вектор-рядок відліків спектру дискретного сигналу;  
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 – квадратна матриця розміром 
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 фазових множників, а саме:
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.
Алгоритм дискретного перетворення Фур’є (6.5) реалізується апаратними або програмними засобами. Пристрій, що реалізує алгоритм дискретного перетворення Фур’є, отримав назву процесора дискретного перетворення Фур’є (ПДПФ). Фільтруючі властивості k-го каналу процесора можна описати частотним коефіцієнтом передачі 
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, який представляє собою залежність рівня відгуку k-го каналу при дії на вході дискретного комплексного експоненційного сигналу
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останнього. Якщо N – фіксований обсяг вибірки дискретного сигналу, а 
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  – відстань по частоті між сусідніми каналами процесора, де 
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 – частота дискретизації, то частотний коефіцієнт передачі k-го каналу запишеться так: 
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Модуль частотного коефіцієнта передачі k-го каналу процесора 
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 є його амплітудно-частотною характеристикою (АЧХ), а аргумент 
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 – фазочастотною характеристикою (ФЧХ).

Як випливає із формули дискретного перетворення Фур’є (6.5), процедура його обчислення зводиться до множення комплексних чисел та їх підсумовування. При обробці реальних сигналів з великим обсягом відліків N час, потрібний для реалізації обчислень за формулою (6.5), навіть для сучасних ЕОМ, досить значний. Тому виникає задача розробки алгоритмів дискретного перетворення Фур’є з підвищеною швидкодією, так званих алгоритмів швидкого перетворення Фур’є (ШПФ). Один із принципів прискорення розрахунків, пов’язаних з обчисленням перетворення Фур’є, заснований на тому факті, що дискретна функція 
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Отже, якщо під час обчислень за формулою (6.5) зустрічається, наприклад, доданок з фазовим множником 
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, то немає сенсу підносити комплексне число до степеня 
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Одна із реалізацій алгоритму ШПФ, заснована на періодичності фазового множника, отримала назву алгоритму ШПФ з проріджуванням у часі. Графічно алгоритм ШПФ зображають у вигляді дерева ШПФ (рис. 6.2.). Зазначимо, що такі алгоритми реалізуються для дискретних сигналів з обсягом вибірки 
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На рис. 6.2 зображено дерево ШПФ для випадку, коли обсяг вибірки сигналу N=8. На цьому прикладі зазначимо деякі основні аспекти цього алгоритму ШПФ. По-перше, вхідні відліки сигналу 
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 поділяються на дві групи, парні і непарні, і розміщуються в певному порядку, який виникає після їх двійково- інверсної переставовки (ДІП) [1].
По-друге, алгоритм ШПФ поділяється на m етапів, де m визначається із співвідношення 
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. Отже, маємо три етапи, які вказані внизу дерева ШПФ на рис. 6.2 римськими числами I, II, III.  Процедура ШПФ починається з молод-
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   Рис.6.2. Дерево ШПФ при N=8

ших етапів, тобто згідно з рис. 6.6., рухається зліва направо. Основним  базовим елементом ШПФ є алгоритм типу “метелик” :         
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Ми розглянули алгоритм ШПФ  у базисі ДЕФ. Але інколи і такий алгоритм не забезпечує достатньої швидкості обробки сигналів у реальному часі. Тоді для реалізації алгоритмів ШПФ застосовують інші, більш прості в обчислюваному плані, системи базисних функцій. Однією з таких систем є система базисних функцій Уолша. Простота цих функцій полягає в тому, що вони можуть набувати значення лише 
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Існує декілька різновидів систем базисних функцій Уолша, які, проте, відрізняються один від одного лише порядком розміщення (впорядкування) базисних функцій. Розглянемо функції Уолша-Адамара, які досить просто зображаються у вигляді матриць Адамара 
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, де N – порядок матриці (N рядків і  N стовпчиків). Існує таке рекурентне правило побудови матриць Адамара:
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і т. д. В цих матрицях номери рядків відповідають номерам функцій Уолша-Адамара, а номери стовпчиків – номерам дискретних відліків функцій Уолша-Адамара. Окрім того, “+” означає, що функція набула значення  “+1”, а “–“  — відповідно  “–1”.

Аналогічно співвідношенню (6.9), дискретне перетворення у базисі функцій Уолша-Адамара  теж можна записати у матричній формі: 
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Перехід до інших систем, а значить, і матриць Уолша здійснюється шляхом відповідної перестановки рядків матриці Адамара (6.7). Так, якщо номери рядків матриці Адамара (починаючи з нульового) записати в двійковій системі числення, потім здійснити їх ДІП і переставити згідно з цією процедурою рядки матриці Адамара, то отримаємо відповідну матрицю Пелі 
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 , або систему функцій Уолша-Пелі.
Дискретне перетворення Фур’є у базисі функцій Уолша теж можна зобразити у вигляді дерева перетворення Фур’є. На рис.6.3 показано таке дерево ДПФ для N=8. Біля  ребер дерева не проставлені вагові множники, тому що для функцій Уолша всі вони дорівнюють 1[image: image1.wmf](
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. Отже, тепер алгоритм типу “метелик” буде мати вигляд зображений на рисунку, який наведено зліва.

Зліва від дерева ДПФ на рис 6.3 показані дві послідовності дискретних відліків сигналу. Звичайна упорядкованість відповідає базису Уолша-Адамара, а упорядкованість після ДІП – базису Уолша-Пелі.
Зазвичай, швидкість обчислень у базисах Уолша, порівняно з базисом  ДЕФ, значно  зростає.  Але при  цьому  втрачаються  фільтру-

ючі властивості ДПФ, властиві базису ДЕФ. Тобто, точність обчислень спектрів дискретних сигналів у базисах Уолша значно зменшується. Тому на практиці застосовують різні модифікації функцій Уолша, які збільшують точність обчислень спектрів при незначній втраті швидкості обробки сигналів [1].
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Рис.6.3. Дерево дискретного перетворення Фур’є в базисах функцій Уолша

Завдання лабораторної роботи
1. Виконати спектральний аналіз дискретних сигналів (гармонічного коливання, прямокутного та трикутного відеоімпульсів) у базисі ДЕФ. 

2. Вибрати одну із систем базисних функцій Уолша (Уолша-Адамара, Уолша-Пелі або класичну систему функцій Уолша) та виконати відповідний спектральний аналіз дискретного гармонічного сигналу.

3. На основі оберненого дискретного перетворення Фур’є у базисах ДЕФ та Уолша відновити сигнали, що досліджуються, та проаналізувати точність їх наближення. 
Порядок виконання роботи 

Для виконання роботи необхідно запустити програмне середовище MATCAD. Для проведення досліджень перетворення Фур'є в базисі дискретних експоненційних функцій (ДЭФ) необхідно завантажити лабораторну роботу 6Е. Виконати такі пункти роботи:

1. Дослідити гармонічний сигнал.

1.1. Ввести амплітуду 
[image: image307.wmf]m

U

, кругову частоту 
[image: image308.wmf]0

w

 й початкову фазу 
[image: image309.wmf]0

j

 гармонічного сигналу.

1.2. Ввести коефіцієнт 
[image: image310.wmf]a

, що визначає частоту дискретизації 
[image: image311.wmf]d

w

.

1.3. Ввести параметр 
[image: image312.wmf]m

, що визначає кількість відліків 
[image: image313.wmf]m
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1.4. Замалювати вихідний неперервний і відповідний йому дискретний сигнали.

1.5. Замалювати дискретні амплітудний і фазовий спектри, отримані за допомогою дискретного перетворення Фур'є (ДПФ).

1.6. Замалювати відновлений сигнал, отриманий шляхом застосування оберненого дискретного перетворення Фур’є (ОДПФ) до спектральних складових, обчислених за допомогою ДПФ в п. 1.5.

1.7. Повторити проведене дослідження, використавши значення параметрів дискретного гармонійного сигналу, погоджені з викладачем.

2. Дослідити прямокутний відеоімпульс.

2.1.
Ввести амплітуду 
[image: image314.wmf]m

U

, тривалість 
[image: image315.wmf]t

 і зміщення у часі 
[image: image316.wmf]0
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 відеоімпульсу.

2.2.
Ввести коефіцієнт 
[image: image317.wmf]a

, що визначає частоту дискретизації, та повторити пп. 1.3–1.7.

3. Дослідити трикутний відеоімпульс.

Повторити пп. 2.1–2.2 для трикутного відіоімпульсу.

Для проведення досліджень перетворення Фур'є в базисі функцій Уолша необхідно завантажити лабораторну роботу 6W та виконати такі пункти роботи:

1.
Вибрати систему базисних функцій (Уолша-Адамара, Уолша-Пелі або класичну систему функцій Уолша).

2.
Аналогічно пп. 1.1–1.5 провести дослідження для гармонічного сигналу.

3.
Обчислити в базисі Уолша та замалювати спектри дискретного гармонійного сигналу.

4.
Виконати обернене дискретне перетворення Фур’є в базисі Уолша та замолювати відновлений дискретний гармонічний сигнал.

За результатами проведених досліджень необхідно скласти звіт, що містить теоретичні матеріали, графіки і таблиці, а також висновки за результатами проведених досліджень.

Контрольні запитання і завдання
1. У чому полягає основна відмінність спектрів дискретних сигналів?

2. Як вибирається інтервал дискретизації 
[image: image318.wmf]W

 для спектрів дискретних сигналів?

3. Запишіть формулу дискретного перетворення Фур’є.

4. Запишіть вираз для фазообертаючого множника дискретного перетворення Фур’є в базисі ДЕФ.

5. Що являє собою процесор дискретного перетворення Фур’є?

6. Опишіть фільтруючі властивості процесора ДПФ.

7. Що являє собою базис дискретних експоненційних функцій?

8. Запишіть перетворення Фур’є дискретних сигналів в базисі функцій Уолша в матричній формі.

9. Запишіть вираз для частотного коефіцієнта передачі 
[image: image319.wmf]k

-го канала процесора ДПФ.

10. Зобразіть дерево швидкого перетворення Фур’є в базисі ДЕФ.

11. Що таке двійково-інверсна перестановка відліків дискретного сигналу?

12. Зобразіть основний базовий елемент алгоритму ШПФ в базисі ДЕФ.

13. Зобразіть дерево ШПФ дискретного сигналу в базисі функцій Уолша-Адамара.

14. Запишіть зображення матриці Адамара 
[image: image320.wmf]8
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.

15. Як перейти від матриці Адамара 
[image: image321.wmf]8
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 до матриці Пелі 
[image: image322.wmf]8
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Лабораторна робота 6

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗОБРАЖЕНЬ СИГНАЛІВ НА БАЗІ ТЕОРЕМИ КОТЕЛЬНИКОВА

Мета роботи: експериментально дослідити методи опису сигналів з обмеженим спектром за теоремою Котельникова та точність представлення реальних сигналів рядом Котельникова.

Основні теоретичні відомості

Сигналом з обмеженим спектром називають такий сигнал, у якого спектральна щільність 
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 зосереджена в межах скінченого частотного інтервалу D, тобто 
[image: image324.wmf])

(

w

S

&

(0 при ( ( D, і 
[image: image325.wmf])

(

w

S

&

=0 при ( ( D.

Отже, за означенням, спектри таких сигналів описуються фінітними функціями частоти ( . Прикладом сигналу з обмеженим спектром, який широко застосовують у теорії сигналів, є ідеальний низькочастотний сигнал. Його АЧС має вигляд (рис.7.1.):
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Рис.7.1.  АЧС ідеального низькочастотного сигналу
У назві  цього  сигналу  слово  “ідеальний” обумовлене  тим,  що
для реальних низькочастотних сигналів амплітудний спектр, по-перше, не є рівномірним на скінченому відрізку частот, як це має місце на рис. 7.1 на інтервалі 
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 спектр асимтотично прямує до нуля, а не змінюється стрибком від значення 
[image: image332.wmf]0
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 до значення 0 (див рис. 7.1).
Нехай для ідеального низькочастотного сигналу фазочастотна характеристика 
[image: image333.wmf](
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. Тоді, застосувавши обернене  перетворення Фур’є до амплітудно-частотного спектру (7.1) ідеального низькочастотного сигналу, знаходимо:
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Зображення ідеального низькочастотного сигналу (7.2) у часі наведено на рис.7.2.
Більш загального виду ідеальний низькочастотний сигнал можна отримати, якщо вважати, що його фазочастотний спектр 
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. Тоді згідно з властивостями перетворення Фур’є і з урахуванням (7.2), дістанемо:
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Рис.7.2. Зображення ідеального низькочастотного сигналу у часі

Знайдемо скалярний добуток ідеальних низькочастотних сигналів 
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, який, згідно з рівністю Парсеваля, з точністю до постійного множника 
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 дорівнює скалярному добутку їх спектральних щільностей, тобто
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Із отриманого результату можна зробити такий висновок. Якщо зсуву t0 надати, наприклад, значення t0=
[image: image352.wmf]B

p

w

, то скалярний добуток 
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буде дорівнювати нулеві і значить сигнали будуть ортогональними. Зазначимо, що теж саме буде відбуватися і при зсувах t0=
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, де k = (1, (2,... Таким чином, отримуємо нескінченну послідовність взаємно ортогональних функцій :
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Примітка: Функції (7.5) при різних значеннях індексу k мають один і той самий вигляд. Вони лише зсунуті у часі одна відносно одної, і тому їх енергії, а значить, і норми, однакові.
Ця послідовність утворює в просторі сигналів, спектри яких обмежені частотою (В, ортогональний базис. Цей базис називається базисом функцій Котельникова. Знайдемо норму функції 
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 із послідовності (7.5). Для цього використаємо той факт, що в теорії сигналів квадрат норми сигналу дорівнює скалярному добуткові сигналу з самим собою, тобто для сигналу
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з урахуванням рівності Парсеваля маємо:
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Звідси норма будь-якого сигналу із (7.8) буде дорівнювати
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Таким чином, якщо розділити кожен з елементів послідовності (7.5) на норму (7.6), то отримуємо ортонормовану послідовність функцій:   
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яка дозволяє згідно з загальною теорією ортогональних розкладів елементів лінійного простору представити будь-яку функцію
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, де верхня частота (В ( (, в узагальнений ряд Фур’є:
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Узагальнені коефіцієнти Фур’є Ck  обчислюються як скалярний добуток сигналу
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. Знову, застосовуючи рівність Парсеваля, для такого скалярного добутку можемо записати:
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де 
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( спектральна щільність сигналу 
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( спектральна щільність k (ї ортонормованої функції Котельникова 
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 Враховуючи те, що функції частоти 
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 відмінні від нуля лише в межах частотного інтервалу 
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 є оберненим перетворення Фур’є для сигналу 
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тобто можемо записати
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Отже,   
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Підставляючи (7.7) і (7.11) в праву частину (7.8), остаточно отримуємо:
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Співвідношення (7.12) носить назву ряду Котельникова для сигналів з обмеженим спектром. Із (7.12) видно, що сигнал 
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[image: image396.wmf]B

1

2

f

, де 
[image: image397.wmf]B

B

2

f

w

=

p

( найвища частота в спектрі сигналу 
[image: image398.wmf](

)

st

.

Викладене вище в літературі формулюють у вигляді теореми Котельникова ( або теореми відліків): сигнал 
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Домашнє завдання

1. Для заданого викладачем імпульсного сигналу розрахувати спектральну щільність та побудувати АЧС. Визначити частоти 
[image: image403.wmf]3
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, які  обмежують частотні інтервали 
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, в межах яких спектральні компоненти складають 80, 90 і 95% повної енергії сигналу.

2. Виконати такі ж розрахунки, що і в попередньому пункті, для заданого викладачем аналогового сигналу.

Завдання лабораторної роботи
1. Вважаючи знайдені при розрахунках домашнього завдання частоти 
[image: image405.wmf]3
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 граничними частотами для заданих сигналів, виконати представлення їх рядами Котельникова і зобразити отримані реалізації сигналів графічно у часовій області.

2. Виконати порівняння точності апроксимації реальних сигналів рядом Котельникова. Для цього розрахувати відстань між отриманими представленнями сигналів на основі теореми Котельникова та їх оригіналами. За результатами порівняння зробити висновки.
Контрольні запитання і завдання
1. Які сигнали називають сигналами з обмеженим спектром?

2. Який сигнал називають ідеальним низькочастотним сигналом?

3. Як обчислюється спектральний добуток двох сигналів на основі їх спектральних щільностей?

4. Наведіть приклад двох сигналів з обмеженим спектром, які є ортогональними.

5. Зобразити осцилограму ідеального низькочастотного сигналу у часі.

6. Яким повинен бути зсув у часі між двома ідеальними низькочастотними сигналами з однаковими амплітудно-частотними спектрами, щоб вони були ортогональними?

7. Що являє собою базис Котельникова?

8. Чому дорівнює амплітуда 
[image: image406.wmf]k

-ї базисної функції при розкладанні сигналу 
[image: image407.wmf](

)

st

 з обмеженим спектром у ряд Котельникова?

9. Якою повинна бути відстань між сусідніми відліками сигналу з обмеженим спектром при представленні його рядом Котельникова?

10. Чим обумовлена похибка при апроксимації реальних сигналів рядом Котельникова?

Поясніть, до яких наслідків призводить вибір значення інтервалу дискретизації аналогового сигналу з обмеженим спектром, при його представленні дискретними відліками, більшим, ніж того вимагає теорема Котельникова?
Лабораторна робота 7

ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ МОДЕЛЮВАННЯ ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН З ЗАДАНИМ ЗАКОНОМ РОЗПОДІЛУ

Мета роботи. Вивчення способів генерації випадкових чисел із заданим законом розподілу. Програмування найпростіших алгоритмів моделювання випадкових чисел із заданим законом розподілу. Закріплення навичок статистичної обробки даних на ПЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Вихідним матеріалом для формування на ЕОМ випадкових величин із заданим законом розподілу служать рівномірно розподілені в інтервалі [0, 1] випадкові числа, що генеруються на ЕОМ програмним або ж фізичним давачем випадкових чисел.

Існують різноманітні прийоми перетворення випадкових чисел із рівномірним розподілом у випадкові числа з заданим законом розподілу. У рамках даної лабораторної роботи будемо застосовувати методом нелінійного функціонального перетворення, що є оберненим відносно заданої функції розподілу . 

Припустимо, що є неперервна випадкова величину 
[image: image408.wmf]x

 із щільністю розподілу
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 пов'язана з нею функціональною залежністю
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Потрібно знайти щільність розподілу 
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 величини 
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Запишемо обернену до функції (11.1) залежність змінної 
[image: image414.wmf]x

 від 
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, а саме

	
[image: image416.wmf](

)

y

q

x

=

.
	(11.2)


Тоді, враховуючи позначення (11.2),  щільність розподілу ймовірностей випадкової величини 
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де модуль береться тому, що похідна 
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 може набувати як додатніх, так і від`ємних значень в залежності від того, чи є функція 
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 зростаючою, чи спадаючою. А щільність розподілу є функція невід’ємна. 

У тому випадку, коли 
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- це рівномірно розподілена випадкова величина із щільністю розподілу ймовірностей 
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Отже, якщо випадкова величина 
[image: image424.wmf]x

 має рівномірну щільність ймовірностей, то можна вважати, що
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і результат диференціювання правої частини залежності (11.5) виявиться рівним щільності розподілу 
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 випадкової величини
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Розв`язуючи (11.5) відносно 
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, одержуємо аналітичний вираз для функціонального перетворення 
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 -функція, обернена функції 
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 слід застосувати до випадкової величини 
[image: image433.wmf]x

 з рівномірним розподілом для одержання випадкової величини 
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  із заданою щільністю розподілу 
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. Оскільки у формулі (11.3) якобіан береться за модулем, то його значення не зміниться, якщо у формулі (11.5) запишемо праву частину у вигляді

	
[image: image436.wmf](

)

(

)

y

F

y

q

x

h

-

=

=

1

.
	(11.6)


На практиці функціональне перетворення змінної 
[image: image437.wmf]x

 в 
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, яке одержуємо з виразу (11.6) потребує меншого кількості операцій, а отже, і менших витрат машинного часу, ніж при перетворенні згідно з виразом (11.5).

Для прикладу розглянемо випадкову величину 
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, що має функція розподілу Вейбулла: 
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де 
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- параметр масштабу;  c>0 - параметр форми.

Підставивши (11.7) у (11.6), отримаємо 
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а після логарифмування обох частин 
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Розв`язуючи останнє рівняння відносно y , знаходимо
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Для двох інших законів розподілу, а саме: показникового і релєївського, студентам пропонується самостійно відшукати вид функціонального перетворення.Інтегральні функції розподілу для показникового і релєївського законів наведені в табл.11.1.

 Таблиця 11.1

	Закон розподілу
	Функція розподілу

	Показниковий
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	Релєївський
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Більш докладні відомості про цифрове моделювання випадкових чисел можна знайти в [3-5]. Окремі питання моделювання нормальных випадкових чисел і ряду інших, що вивчаються в наступних лабораторных роботах.
Завдання лабораторної роботи

У ході виконання лабораторної роботи необхідно, використовуючи в якості вихвдного матеріалу масив псевдовипадкових РРЧ на інтервалі [0, 1], сформувати масиви псевдовипадкових чисел, що описуються розподілами Вейбулла, показникового та релєївського.

Порядок виконання роботи
Для виконання роботи необхідно включити ЕОМ, дисплей та завантажити лабораторну роботу 11. Виконати наступні пункти роботи:

Отримати від викладача обсяг вибірки псевдовипадкових чисел.
Виконати генерацію випадкових чисел з розподілом Вейбулла при значенні масштабу b = 1 і параметра форми 
[image: image448.wmf]0
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3. На основі отриманих вибірок побудувати гістограми і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

1. Виконати генерацію випадкових чисел з показниковим розподілом при значенні параметра 
[image: image450.wmf]5
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5. На основі отриманої вибірки побудувати гістограму і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

6. Виконати генерацію випадкових чисел з релєївським розподілом при значенні параметра 
[image: image451.wmf]5
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7. На основі отриманої вибірки побудувати гістограму і отримати оцінки математичного сподівання та дисперсії.

Контрольні запитання і завдання
1. Що служить вихідним матеріалом для формування на ЕОМ випадкових чисел із заданим законом розподілу.

2. Які методи перетворення рівномірно розподілених випадкових чисел у випадкові числа з заданим законом розподілу Ви знаєте.

3. У чому полягає сутність методу нелінійного перетворення за оберненою функцією розподілу.

4. Охарактеризуйте переваги і недолики аналітичного і наближеного методів перетворення випадкових чисел.

Лабораторна робота 8
ДОСЛІДЖЕННЯ ПАРАМЕТРИЧНИХ АЛГОРИТМІВ ВИЯВЛЕННЯ СИГНАЛІВ

Мета   роботи.  Ознайомлення з основними алгоритмами виявлення сигналів. Вивчення особливостей виявлення сигналів з нормальним розподілом на фоні нормального шуму методом накопичення відліків обвідної випадкового процесу. Вивчення особливостей виявлення сигналів з нормальним розподілом на фоні нормального шуму методом накопичення квадратів відліків обвідної. Набуття практичних навичок оцінки ефективності алгоритмів виявлення сигналів на ЕОМ.

Основні теоретичні відомості
Одним із найважливіших практичних застосувань ймовірнісних основ обробки сигналів в електроніці є розробка різноманітних алгоритмів виявлення корисних сигналів на фоні завад і оцінка ефективності їхньої роботи.

Задача виявлення сигналів може бути сфрмульована так. Нехай спостерігається коливання x(t), t([0, T], яке є реалізацією випадкового процесу ((t) і про яке відомо, що воно може  представляти собою або суму реалізацій корисного сигналу s(t) i завади n(t), або лише одну заваду n(t). Математична модель такого коливання запишеться у вигляді

x(t)=(s(t)+n(t),  0(t(T,

де [0, T] – інтервал спостереження коливання x(t); 
[image: image452.wmf]Q

 - випадкова величина, яка може набувати двох значень: 
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 з імовірністю 
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 (сигнал присутній) і 
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 (сигнал відсутній).

Необхідно по одержаній конкретній реалізації x(t), t([0, T], з урахуванням апріорних відомостей (наприклад, ймовірності р та розподілів випадкового сигналу та завади), оптимальним у певному розумінні способом прийняття рішення про наявність чи відсутність у ній сигналу s(t)  на фоні завади n(t). В результаті вирішення ціє їзадачі повинна бути одержана структурна схема оптимального пристрою виявлення сигналу і значення його основноих характеристик: імовірності правильного і помилкового прийняття рішення. Справа в тому, що і сигнал s(t), і завада   n(t) є реалазаціями випадкових процесів і тому задача виявлення практично не може бути вирішена безпомилково. У загальному випадку при виявленні сигналу на фоні завад можливі чотири ситуації:

· сигнал s(t) міститься у прийнятому коливанні x(t) і приймається рішення про наявність сигналу;

· сигнал s(t) не міститься у прийнятому коливанні і приймається рішення про відсутність сигналу;

· сигнал s(t) міститься у прийнятому коливанні x(t), але робиться висновок, що сигнал відсутній;

· сигнал s(t) не міститься у прийнятому коливанні x(t), але робиться висновок про його наявність у коливанні x(t).

Перші два рішення є вірними, а наступні два – помилковими. Перше помилкове рішення носить назву помилки першого роду (або пропуску сигналу). Друге помилкове рішення називається помилкою другого роду (або помилковою тривогою). Звичайно необхідно прагнути, щоб імовірність правильного рішення була набагато більшою імовірності помилкового.

Ефективність роботи алгоритмів виявлення оцінюється низкою характеристик, до числа яких відносять залежності ймовірностей помилкової тривоги 

 і пропуску сигналу 

 від вихідних даних задачі. Залежність ймовірності вірного виявлення (1-() розраховується як функція відношення  сигнал/завада 
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 - потужність (дисперсія) сигналу , а  
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 -  потужність (дисперсія)  завади при відсутності сигналу і фіксованих інших параметрах. 

Найважливішою характеристикою алгоритму виявлення є його ефективність, яка залежить від порогу прийняття рішення.

Пороговим відношенням називається те мінімальне відношення сигнал/завада за потужністю b=
[image: image461.wmf]2
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, яке при фіксованому обсязі вибірки k і заданій ймовірності помилкової тривоги 
[image: image462.wmf]b

 забезпечує необхідне значення ймовірності вірного виявлення 
[image: image463.wmf]a
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, де 
[image: image464.wmf]a

 - ймовірність пропуску сигналу.

Значення 
[image: image465.wmf]b
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,

 і k визначаються характером задач обробки сигналів, зокрема, у задачах радіолокаційного виявлення звичайно прагнуть забезпечити 
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 і більше.

Розглянемо алгоритм виявлення з накопиченням відліків обвідної випадкового процесу на прикладі задач виявлення сигналу з ноpмальним розподілом на фоні нормального некорельованого шуму. Структурна схема пристрою виявлення показана на рис.6.1.
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 Рис. 14.1. Структурна схема пристрою виявлення за відліками обвідної процесу
На вхід детектора обвідої при відсутності корисного сигналу 
[image: image469.wmf](
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 надходить вузькосмужний випадковий процес, що являє собою нормальний (гаусівський) шум із нульовим математичним сподіванням і дисперсією 
[image: image470.wmf]2
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При наявності на вході детектора випадкового гаусівського корисного сигналу 
[image: image471.wmf](
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 із нульовим математичним сподіванням і дисперсією 
[image: image472.wmf]2
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 щільність розподілу адитивної суміші сигналу і шуму також має нормальний розподіл з нульовим математичним сподіванням та  дисперсією 
[image: image473.wmf]2
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Реалізація обвідної 
[image: image474.wmf](
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 випадкового процесу надходить на дискретизатор у часі, на виході якого формуються дискретні відліки 
[image: image475.wmf]i

y

, значення яких дорівнюють миттєвим значенням обвідної у моменти стробування. Моменти взяття відліків  обвідної визначаються частотою дискретизації 
[image: image476.wmf]q
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. Отримані відліки надходять на накопичувач, що здійснює підсумовування k поточних відліків. Вихідна напруга  z накопичувача у цьому випадку дорівнює
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Накопичена на осонові вибірки обсягом k сума (14.1) називається перевірочною статистикою. Величина цієї суми порівнюється з порогом прийняття рішення 
[image: image478.wmf]p

V

. Якщо в результаті порівняння значення суми виявиться більшим 
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, то приймається рішення про наявність сигналу 
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, у протилежному випадку - альтернативне рішення 
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, тобто вид рішення залежить від виконання умови
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Структурна схема пристрою виявлення, що реалізує алгоритм із накопиченням квадратів відліків обвідної випадкового процесу, відповідає схемі рис.14.1, за винятком того, що накопичувач обчислює значення статистики  z  не за формулою (14.1), а за формулою 
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. Аналогічно розглянутій вище схемі (див. формулу (6.2)) при виконанні умови 
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приймається рішення про наявність сигналу 
[image: image485.wmf](
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. У протилежному випадку, коли умова (14.3) не виконується, приймається рішення, що сигнал відсутній 
[image: image486.wmf](
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Завдання лабораторної роботи

У лабораторній роботі пропонується дослідити ефективність роботи двох алгоритмів виявлення випадкового сигналу з нормальним розподілом на фоні нормального шуму, що включають обробку прийнятого коливаня шляхом накопичення відліків його обвідної та квадратів відліків обвідної.

Порядок виконання роботи

1. Ввімкнути ЕОМ, дисплей.

2. Завантажити лабораторну роботу 14.

3. Дослідити алгоритм виявлення з накопиченням відліків обвідної ноpмального випадкового процесу. Для цього необхідно:

3.1. Після відображення інформаційної заставки ввести параметри:

       k - обсяг накопичення вибірки (початкове значення 1);

       DSP - дисперсія шуму (задати в межах 1 – 1,5);

       ( - імовірність помилкової тривоги (задати в межах 0,0 5- 0,1);

      
[image: image487.wmf]b

D

 – значення інтервалу, на який збільшується відношення сигнал/шум при побудові характеристик виявлення (початкове значення 1).

   3.2. На питання, чи відомий вам поріг прийняття рішення 

, введіть число 1, якщо значення його відоме і може бути введене у ЕОМ, або введіть число 0, якщо поріг прийняття рішення вам невідомий і ви хочете його підібрати експерементальним шляхом.

   3.3.У випадку введення числа 0  підберіть значення порога 
[image: image488.wmf]p

V

, при якому розрахункова імовірність ( досить мало ( менше 10% ) відрізняється від заданої на початку ймовірністі помилкової тривоги, значення якої розміщено в графі "Параметри ". Добір здійснюється шляхом повторного введення числа 0 за запитом ЕОМ доти, поки не буде отримане необхідне значення (, що відповідає заданому. Далі введіть число 1, після чого введіть знайдене значення порога 
[image: image489.wmf]p
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 у  список вихідних даних.

   3.4. Розрахувати характеристику виявлення 
[image: image490.wmf](
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. При розрахунках кожної наступної точки  характеристики значення 
[image: image491.wmf]b

 збільшується на величину 
[image: image492.wmf]b
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. Зобразити графічно характеристику виявлення 
[image: image493.wmf](
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   3.5. Повторити пункти 4.1 - 4. 5 при обсязі накопичення 
[image: image494.wmf]4
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 і тих же вихідних даних: 
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, 
[image: image496.wmf]b

, 
[image: image497.wmf]b
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. Поріг прийняття рішення 

 необхідно визначити наново у відповідності з заданим значенням 
[image: image498.wmf]b

 і ввести аналогічно.

5. Дослідити алгоритм виявлення з накопиченням квадратів відліків обвідної ноpмального випадкового процесу. Порядок роботи відповідає пунктам 3.1 - 3.5.

Контрольні запитання і завдання
1.  Поясніть терміни «алгоритм виявлення» і «перевірочна статистика».

2.  Назвіть основні характеристики алгоритмів виявлення сигналів.

3.  Що таке порогове відношення? 

4. Запишіть вираз для щільності розподілу  ймовірностей ноpмального    шуму і поясніть значення параметрів розподілу.

5.  Запишіть вираз для щільності розподілу ймовірностей обвідної     суміші  ноpмального сигналу і ноpмальної завади.  

6.  Яка модель сигналу і завади використана в лабораторній роботі для    дослідження алгоритмів виявлення?

7.  Які алгоритми виявлення розглядаються в даній роботі? Наведіть їх стислу характеристику.

8. Чи залежить, при фіксованному відношенні сигнал/завада, значення    ймовірності вірного виявлення від обсягу вибірки?

9. Запишіть вирази для розрахунку математичного сподівання і дисперсії    перевірочної статистики.

10. Зобразіть функціональну схему досліджуваного в роботі пристрою  виявленн.
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