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BCTYII

CamocrtiiiHa poboTta 3700yBava BUIIOI OCBITH € OCHOBHUM CIIOCOOOM
OBOJIOJIIHHSI HABYAIBHUM MaTepiajioM y 4Yac, BUIBHUH Bifl 000B’SI3KOBHX
ayJUTOPHHX 3aHATH.

Mema BUKOHaHHS CaMOCTiIHHOI pOOOTH — OTTTMOIEHHS, y3aralbHEHHS
Ta 3aKpilUICHHS TEOPETHYHHMX 3HaHb 1 MPAKTHYHHX YMiHb CTYACHTIB 3
TUCHMIUTIHM ~ «BuIla MaTeMaThka» [UISXOM BHUPOOJICHHS BMIHHS
CaMOCTIHHO MPAIfOBATH 3 HABYAIBHOIO JIITEPATYPOIO.

CamocrtiiiHa po0oTa 3100yBa4iB BUILOI OCBITH 3IHCHIOETECS Y (opmi
MITOTOBKA ~ JI0  JICKIIHHUX 1 TPaKTHYHUX 3aHATh, BHKOHAHHS
IHAMBIAYaJIbHOTO JIOMAlIHBOTO 3aBJAaHHS Ta BHKOHAHHS MOJIYJIBHOI
KOHTPOJIbHOT poOoTH. Taka miAroropka nepeadadae caMOCTIHHE BUBUCHHS
TEOPETUYHOT0 MaTepialy 3 KOXKHOI TeMH, 1110 HaJaHUH Y PEKOMEHI0BaHii
JITEpaTypi Ta KOHCIEKTI JISKIiH.

Mema BWBYEHHS HaBYaILHOI OUCHUILIIHA «Buima mareMaTtwka» —
OlaHyBaHH: 3/100yBavyaMK BUIIOI OCBITH OCHOBHMX MaTEMATUYHHX TIOHSTh
1 METOIB, HEOOXITHUX ISt 3aCTOCYBaHHS TEOPETUYHOI'0 MaTepiay ITi/1 9ac
pO3B’s3yBaHHS 3a71ad.

3as0antis BUBUCHHS HaBYAILHOI TUCITUTUIIHN — PO3BUTOK JIOTTYHOTO Ta
AJTOPUTMIYHOTO MUCJICHHS 3700yBadiB BHUINOI OCBITH, ONaHYBaHHS
METO/IaMU JIOCHIJPKEHHSI Ta PO3B’I3yBaHH MaTEMaTHYHHX 33]ad.

Y 3amnpomoHOBaHIH MeETONWYHINA Tpari mimiOpaHo 3amadi s
CaMOCTIITHOI Ta 1HIUBIAYyaIbHOI pOOOTH CTY/ICHTIB.

Marepianr KOXKHOI TEMH HaHOI METOTUYHOI PO3pOOKH BIATIOBimAE
pobounM mporpaMaM TEXHIYHUX CITeIliadbHOCTeH IUCIUILTIHE «Burma
MaTeMaTHKa», 30KpemMa omHomMy 3 1i posmimie «KpatHi iHTerpanm.
KpuBominiiini Ta moBepxHeBi iHTerpamm». KoxxHa TemMa MicTUTh
PEKOMEHJIOBaHy  JITEpPaTypy, OCHOBHI METONWYHI pPEKOMEHJaIlii,
PO3B’sI3aH1 TUIIOBI MTPHUKIIA]IH, 3aIUTAHHS Ta 3aBJaHHS JIJIs CAMOIIEPEBIPKU
Ta 3aBJAHHS JUI CAMOCTIHHOTO BHUKOHAHHS, IO CHPHATUME KPamoMmy
PO3YMIHHIO, 3aCBOEHHIO Ta MOXJIHMBOCTI 3aCTOCYBaHHS OCHOBHHX
TEOPETUUHUX TIOJOKEHb.

MeroauuHi pekoMeHIallii MPU3HAYEHO [UIS CaMOCTiiHOI poboth
3100yBaviB BHINOI OCBITH TEXHIYHUX CIIEI[iaIbHOCTEH 1 Opi€EHTOBAaHO Ha
TEOPETHUYHY Ta METOJUYHY MiATPUMKY HABYAILHOT'O MPOIIECY CTYACHTIB.



Tema 1. TIOABITHI IHTET PAJTH

Ilnan

1. O0CuncneHHsl MOABIMHOTO iHTErpana B MPSIMOKYTHHX JEKapTOBUX
KOOpJMHATAX

2. 3amiHa 3MIHHUX B MO/IBiiHOMY iHTerpaii. OOUYKMCIeHHs TOJBIHHOTO
iHTerpania B MOJIIPHUX KOOpAMHATAX

3. 3acTocyBaHHS MOJBIMHOTO iHTErpasa

Jlirepartypa: [1]- [5].

MeToanuHi pekoMeHaamii

[licns ompaltoBaHHsS MaTepiany TeMU | CTyIEHT MOBUHEH 3HaAmMuU:
O3HAUEHHS IMOJABIMHOrO IHTErpajia Ta MOro BIACTUBOCTI, METOAU
OOYUCIIEHHS, TEOMETPHYHI Ta MeXaHIuHI 3aCTOCYBaHHS TIO/IBIHHOTO
iHTerpana; ymimu: OOYUCIIIOBATH IMOJBINHHI IHTErpajd B JICKAPTOBHX Ta
MIOJIIPHUX KOOPAWHATAX, 3MIHIOBATH MEXKIi IHTEIPYBAaHHS B MTOBTOPHOMY
IHTerpaji, 3aCTOCOBYBaTH TOABIHHI IHTErpaau 0 OOYHMCIECHHS IUION] Ta
00’€eMiB.

1. O0uuciennss  moABiliHOro iHTerpasa B  NPAMOKYTHHX
AeKapTOBMX KOOPAMHATAX.

Hexaii o6macts D € npaBuibHORO B HanpsiMKy oci Oy (puc. 1.1), To6To

oOMexxeHa 3i7iBa mpsmoro X=d, cupaBa x=b, 3HH3Y 1 3BepXy ABOMaA
wernepepsranmu minismua Y =@;(X), Y=0,(X), ¢;(X)<,(X), a<x<b.
Tomi momsiiuuii iHTerpan mo obmacti D 3BOAWTHCS IO TMOBTOPHOTO 3a
thopmymnoro:
b 92(x)
[[ f(x, y)dxdy =[dx [ f(x,y)dy. (1.1)
D a  qx)
B dopmyni (1.1) crmowatky OOGYHCIIOIOTH BHYTPIIIHIA iHTErpas
92(x)
f(x,y)dy, BBaxaroun 3MiHHY X cTaor0. Jlasi 004nCIroI0Th 30BHINIHIN
01(x)
iHTEeTpal 3 MexaMu Biff & o b Bim oTpuMaHoi QyHKITII.
AmnanoriuHo, skmo obmacte D oOMexeHa HellepepBHUMH KPUBUMHU

X=y;(X), X=y,(y), npromy W1(Y)SWo(Y), c<y=<d, Ta npavumu



y=C, y=d, TOOTO € NMpaBWJIBHOIO B HampsMKy oci Ox (puc. 1.2), To
CTIpaBIKYETHCS PIBHICTD

A A
Y y
d
c
0 0 X
Puc. 1.1 Puc. 1.2
d wa(y)
[[f(x,y)dxdy=[dy [ f(x,y)dx (1.2)
D ¢ vy

st obuuciieHHs MOJABIHHOrO iHTErpaia mo obiacTi, MpaBWILHIA B
HaMpsMKy 000X oceil OX 1 Oy, MO)KHA BHKOPHCTOBYBATHU K (HOPMYITy

(1.1), Tak i popmyny (1.2). 3okpema, sxkmo D={a<x<b; c<y<d}-

MPSIMOKYTHUK, TO:
b d d b
[T f(xy)dxdy =[dx [ f(x,y)dy=[dy[f(x,y)dx. ~ (1.3)
D a C C a

Sxmo obnacte D He 3an0BonbHSE HaBenenuM Juts (1.1) 1 (1.2) ymoBawm,
TO y 1bOMYy BHMaaKy oOmacth D po30MBarOTh Ha YaCTHHH, SKI €
MPaBIIIBHUMH B HAIIPSIMKY OJHIET 3 OCell, HE MAIOTh CITUTPHUX BHYTPILIHIX
TOYOK, a X 00’emHaHHsIM € obnacte D . [MoaBiliHWiA iHTErpan mo obyacTi
D € cymoto inTerpaiis 1mo BCix 9acTHHAX, Ha sKi i po30uTO.

2.3amina 3MiHHHX B moABiiiHOMYy iHTerpani. OOumcIeHHA
NOABIHHOIO iIHTErpasa B NOJISIPHUX KOOPAMHATAX

Jlist criporenHst oGurcleHs mozsiiinoro inrerpana [[ f(x,y)dxdy, e

D

f (x, y) — HenepepBHa B oonacti D, iHkoaM nepexosTh BiJ IPSIMOKYTHUX
JIEKapTOBUX KOOPAWHAT X 1 y 0 HOBUX KPHBONIHIMHUX KOOpAWHAT U i V.
SIkio 3MiHHI X,y moB’s3aHi 3 U,V CHiBBITHOIICHHSIMH

x=x(u,v), y=y(u,v),



ne HemepepBHI 1 audepeHUIHOBHI QYHKIIT x=x(u,v), y=y(U,v)
BCTaHOBIIIOIOTh B3a€EMHO OJIHO3HAYHY BIAMOBIAHICTE MiX oOmactio D
IUIOIMHU Oxy 1 001acTio G miomuHu Ouv , TO CrIpaBeIuBa Gpopmya
3aMiHM 3MIHHUX B MOJBIHHOMY iHTErpaJIi:

[J £(x, y)dxdy =[] f (x(u,v), y(u,v))|J (u,v)|dudyv, (1.4)
G

D
Iie siko0laH
OX

ou
J(u,v) =
(u,v) &

22 2R

ou

[epexin y MoaBIMHOMY IHTErpai 10 HOAAPHUX KOOPOUHam P 1 ¢ , sKi

MOB’s13aH1 3 JIEKAPTOBUMH KOOPJIUHATAMH X Ta ¥ QOpPMYJIaMH X =pCOSQ,
y = psin ¢, 30IHCHIOETBCS 32 POPMYIIOFO

[ f (x, y)dxdy = [[ f (pcose,psin)pdedp (1.5)
D Dy

ne D1 — obmactp, ska BimmoBimae obOmacti D y momsapHii cuctemi
KOOpJIMHAT.

VY nossipHii cucTeMi KOOpIUHAT 3a He3aJICKHY 3MIHHY BUOUPAIOTh O, a
p PO3TIIAAAOTH K QYHKINO Bix @, To6TO p = p(0) (a0 < < B).

3. 3acrocyBaHHsI moABiiiHOro iHTerpana

1. O6’eMm mWIIHAPUYHOTO TiNa, OOMEXKEHOTO 3BEpXy IOBEPXHEIO
z=f(x,y) (f(x,y)=0), 3 OIYHOIO MOBEPXHEIO, MAaPaJIEILHOIO OCi Oz, Ta

ocHoBor D B tutommai OXY, 004UCTIOETECS 32 POpMYIIOIO:

V =[] f(x,y)dxdy. (1.6)
D
2. I1noma obxacti D obuncnroeTbes 3a popmyoro:
Sp = |[ dxdy. (L.7)
D

3. Ilnoury yacTMHM THOBEpXHi, 3afaHoi (YHKUIEO z= f(x,y), fKa

MPOEKTYETHCSI OJHO3HAYHO Ha obsiacTb D koopaumuaTHOl mutomman OXY,
MOXHa 3HAlTH 3a POPMYJIOIO:

Spen =[] 1+ ()7 + (1)2edy 18)
D

4.Maca MarepialbHOI IUIACTUHU 3 TYCTHHOIO y(x,y), L0 Mae

thopmy obnacti D B utommni OXy:



m=[[y(x,y)dxdy. (1.9)
D

5. CtaTu4Hi MOMEHTH TaKoI IJIACTUHU BiTHOCHO oceil Ox Ta Oy MOXKHA
MPEICTABUTH Y BUTJISLIL

M, =[[x-y(xy)dxdy; M, = [[y-y(x y)dxdy. (1.10)
D D
6. KoopaunaTu X, Ta Y, LeHTpa Mac IJIaCTHHHU:

XC=F, yC:?y. (1.11)

IIpuxknagu po3B’sI3yBaHHS THNIOBHUX 32124

3 0
INpuxaan 1. OGuucnuTy nMoBTOpHUIL iHTerpan [dy [ (X2 + 2y)dx.
0
Pose’szanns. OO0YMCIUMO BHYTPIIIHINA 1HTErpaj, BBaXKAIOYH IO ) —
crana:

0 X3 0
j(x2+2y)dx: §+2y-x
a

3 13
:0—+2y-0—( Y —2y~(—1):2y+%.

a3 3
30BHINIHIN IHTErpaI TOPIBHIOE:
3 3
j(zyﬁjdy:(yz +1J =3 +§—(02 +9)=1o.
0 3 3, 3 3

3 0
Omxe, [dy[(X*+2y)dx=10.
0 -1

1A
: 2
Mpukaan 2. O6unciuty inrerpan [0X | (14X y+ 3x)dy.
0 X
Pose’a3anns. 1locnigoBHO OOYMCITIOEMO BHYTpIMIHIN (Y — 3MiHHA, X —
cTalla) Ta 30BHIMIHIN iHTErpau:

2 X2

X 2
| (14x2y + 3x)dy = (14x2 y7 + 3xyj

X

=7x% +3x3 - 7x* = 3x%;

X
1

1
[(7x® +3x% —7x* —3x2)dx:(x7 +%x4 —%xs—x3j
0

0
Hpuknan 3. O6uncnuty inrerpan [[(2x+3y) dxdy , sxuio o6macTs
D

D npsmokyTHUK {(x; y)| 1<x<2; 2< y£3}.

8



Po36’s3auna. Ulykanuii inTerpan qopiBHIOE
2 3
[f(2x+3y) dx dy = [dx[(2x+3y)dy .
D 102
Jns GyHKUii 2x + 3y , AKa po3risgaeThes K QyHKIig Big X mpu cTazoMmy

2
y , iepBicHOIO Oyne QyHKIist 2Xy + 3y7 . Tomy

:6x—4x+z—6:2x+E.
2 2

2

3 y2
[(2x+3y)dy= (2xy + 3?j

2

lykaHuit moaBiiHUI 1HTErpan TOPIBHIOE:

2
2 2
[ x4 22 e =| 2. X 13y
] 2 2 2

1

=4+15—(1+%j=10,5-

IMpukaan 4. PozcTaButy Mexi iHTErpyBaHHs B IMOJBIHHOMY iHTErpali
I] T (x, y)dxdy, sixmo oGmacts inTerpyBants D oOMexeHa JNiHisIME y =0
D

) y=x2, X+y=2.

Pos36 szanns. Obnacts inTerpyBants D 300paxeno Ha puc.1.3. [TpaBa
BiTKa Mapabosn y =X’ impsAMa x + y — 2 MePeTHHAIOTHCA B TOUI (1:1) -
Bynp-ska mpsima, mapanensHa oci Ox, mHepernmHae Mexy obmacti D He
OLIbIIIe HIXK B IBOX TOYKAX; OTXKE, MOXKHA BUKopuctat ¢popmyiy (1.2), ne
wi() =4y, V2(¥)=2-Y, o<y<1.

TakuM yntHOM, Ma€MO:

1 2-y
[If0cy)dxdy =Jdy [ f(xy)dx.
D N

SKImo mopsAaoK iHTerpyBaHHS 3MIHUTH 1 BUKopuctatu popmyny (1.1),
TO pe3ynabTarT OyJe 3amvcaHduil y BHUINISAI CYMH JBOX ITOBTOPHHUX
IHTErpaiB, OCKUTbKH BEPXHS MEXKa CKIAJAEThCS 3 JBOX JiHIiH, 110 MAOTh
pisHi anamiTHuni Bupazu: y=X> npu 0<x<1 Ta y=2—-x IIpu 1<x<2.
Tomy

2

[11 )y = idxl F(x,y)dy+ idxzix £(x, y)dy.



Puc. 1.3 Puc. 1.4 Puc. 1.5

IMpukaan 5. 3MIHATH MOPSJIOK IHTErPYBAHHS B MOBTOPHOMY iHTErpalri
1

2x
I =[dx [ f(xy)dy.
0 X

Po3zé’szanna.  1lobynyemo o6Omacte inTerpyBanas D. O6macts
IHTETpyBaHHS PO3MIIIEHa y CMY3i MK IpsiMuMH X =0 Ta x =1, oOMexeHa
3BEpXy KPMBOK y =2+/Xx 1 3Hu3y mpsamor y = x (puc. 1.4). [lnsa 3minu
HOPSIIKY IHTErpyBaHHS, ClIpoeKTyeMo obiacTe D Ha Bich Oy , OTpUMaEMO

2

Binpizox [0;2]. 3 piBHsHb KpUBHX BUpakaemo I uepe3 y: X =Y i X = yT
. Ockinpky mpaBa Meska obmacti D ckimagaerbest 3 IBOX pAMUX X =Y 1
x=1, sIKI NEPeTHHAIOTbCA B TOYLl 3 OPIMHATOI y =1, TO PO3i0’€MO
obmacte Ha wactmmm: D;: 0<y<l y?’/4<x<y i D,:

1<y<2; y?/4<x<1 (puc. 1.5). 3a popmymoo (1.2):

| = ijl f(x,y) dxdy + y f(x,y) dxdy :idy i f(x, y)dx+§dy }2 f(x, y)dx.

Y

4 4
Mpuxaax 6. Po3craButy Mexi iHTErpyBaHHS B IOJBITHOMY

inrerpani I = [[ f(x,y)dxdy , sixkmo obnacts D obmexena konamu
D

X2 +y2=41x+2x+y?=0.

10



Po3g’szauna. Obnacte iHTerpyBanus D
(puc. 1.6) He € MPaBUIILHOIO B HANIPSIMKY OCI
oOy. Ane, Bick Oy posbuBae D Ha Tpu

IpaBUIbHI BITHOCHO Oy 001acTi:

D: 2<x<0; J2x—x2<y<+4-x2,
D: 2<x<0; a-—x®<y<—J2x—x*,
D;: 0<x<2 —Ja—x® <y<a—x?, Tomy

X +2x+17 =0

Puc. 1.6

)) A
R

0
Puc. 1.7
0 Jax? 0 —-2x-x? 2 a2
I=[dc [ fl,y)dy+[de [ f,)dy+[de [ f(x,y)dy.
-2 —2x-x? -2 -W 0 —\/m

Hpuxaag 7. O6uncauTy iHTErpat mo oomacti D, 110 oOMexeHa JTiHIIME
x=0,Y=0, X +y =R, x>0, y=o | = [[X'ydxdy
D

Po36’si3anns. Obnacte inTerpyBanns D —deTBepTHHa Kpyra pagiyca R
3 HEHTPOM B IIOYATKy KOOPJIMHAT (0;0), IO po3MillleHa B TIepIii
yBepTi. Lg 00macTp € MPaBWIIBHOIO, TOMY IHTErpyBaHHS MOXKHA
MIPOBOIIUTH, 5K 32 popmymoro (1.1) Tak i 3a hopmymnoro (1.2), ane 3 BUTTISAAY
MiJiHTerpaibHoi GyHKil 3pyuHime Bukopuctatu (opmyny (1.1). Mexi
30BHIIIHBOTO iHTErpaja a=0,b=R. Mexi BHYTpILIHBOrO iHTErpaia

0 (X)=0 i ¢,(x) =vR? —x? . Maewmo:

R VRZ-x? R RZ-x2 R 7 2
Izgdx | xzydyzgxzdx [ ydy:%{xz(yﬂoR X)dx:

0 0

11



R R5

R 3 5
:ljx%Rz—xﬁdx:l(Rzl——f—J =—,
20 2 3 5 . 15

Hpukaan 8. O6uucnuti noxsiitauii interpan | = [[(y—x)dxdy mo
D

obmacti D, oOMexeHill MPsIMUMH y:—§x+2, y:—%x+5, y=x+1,

y=x-3.
Po3zé’sizannn. O6nacth iHTerpyBanHs D 300paxeHa Ha puc. 1.8,

S 1 ) ) )

BBenemo HOB1I 3MIHHI U= y—X, V=Y +§X , TOAl TPAMl y =x+1 1
y = x —3 MepeiayTh, BIANOBIAHO, B mpsMi U=1 i U=-3 Ha IJIOLIMHI
) 1 ) 1 . .

Ouv . Ilpsmi y:—§x+2 i y:—§x+5 nepeiyTh B mpsiMi V=2 i

v=5. Ormxe, obmactb D Ha IuOmMHI Oxy IEPETBOPIOETHCI B

npaAMOKyTHUK D' Ha mommni Ouv (puc. 1.9).

Puc. 1.8 Puc. 1.9
Bupazumo crapi koopavuHatu X i Y yepe3 HOBI
3 3 1 3
X=——U+-V, y==U+-V
4 4 4 4

i 00uKCcIUMO IKOOiaH TIepEeTBOPEHHS

12



OX OX 3 3

g_leu v |4 a_ 9 3_12_ 3
oy oyl |1 3| 16 16 16 4
u ovl |4 4

Takum unHOM, 3a hopmysioro (1.4):

1 3 3 3 )3

I =|](y—x)dxdy=|[|| =u+=V|-| ——u+-V | |-dudv=
[y =y IDIK4 +4J ( 1 ﬂ4

3 35 1 35 2|

_ZIDI,UdUdV_ZIdVLUdU_Z{dV?

2

=-9.

-3

Npukaan 9. OGuucnntu momsiiiuuil inTerpan 7 = ([ (x*+ y*)dxdy,
D

ko o6nacts D — xpyr X% +(y—2)* <4,
Po36’azannus. OCKiTBKH o0acTh

inTerpyBanns D (puc. 1.10) — kpyr paziyca 2

3 meHTpoM B Toumi (0; 2) 1 mimgiHTErpaisbHa

X H(y-2) =4

dyrxis MictuTts cymy X + Y, To B iHTerpani
nepeiIeMo 10 MONMSPHUX KOOPAUHAT.
B nonsipHEX KOOpIMHATAX PIBHSHHS KOJa

X +(y—-2)?2=4 HaOyBae BUTJISITY

p=4sing. Obmacte D nepexomuts B 0 X
obmacte D'. 0<p<4sing, 0<p<m. Puc. 1.10
3a popmymnoro (1.5) maemo:
b 4sing
1= [[((pcose)® + (psine)*)pdpde =[de | p’dp=
D’ 0 0

4 4sing

:I% do=4%[sin* pde =47 (1-cos2¢)*dp =
0 0 0 0

Y

=24m.

0
Hpukaag 10. OOCumcnuty 1wiomy ¢irypu, 0OOMEXKEHOT KpPHUBOIO

(X* +y?)? =2(x* - y?).

=8j(3—40082(p+COS4(p)d(p=8(3(p—2$in 2(p+%sin 4(pj
0

13



Po36’a3amnns. OCKiTbKY PIBHSAHHS TEMHICKATH MIiCTHTB BHpa3 X° + Yy,
TO 3pY4YHO MepEelTH 10 MOMAPHHX KOOPAMHAT X=pCOS¢, y=psine I
obunciuta mioty ¢irypu 3a gopmyioro S = [[pdpde.
ad

Puc. 1.11
KpuBa cumerpuuna BimHocHO oceit koopmuHatr (puc. 1.11), Tomy
JOCTaTHBO 3HAWTH IUIONLYy YacTHHU Qirypu D, mo MICTHTBCS B Tepimiii
YBEPTi, 1 OTpUMAHHIN pe3yabTaT HOMHOXKUTH Ha 4.
PiBHSIHHS IEMHICKAaTH B TIOJISIPHUX KOOPIMHATAX:

p® =2c0s2¢,

IPUYOMY KYT p 3MIHIOETBCS Bl 0 0 7t/ 4, TOMY IO cos2¢ >0 .
Takum unHOM, 06mactb D' 0<p <. /2c0s2¢; 0<p<nr/4. Toni
Pa  \2esZo %o [P
S=4[de [ pdp=4[de= =4[ cos2¢pde=2.
0 0 0 2, 0
Hpuxaag 11. O6umcouTH 00’€M Tila, OOMEKEHOTO IOBEPXHSIMH
Z=X2+y2+2;x+y73=0; x=0; y=0; z=0.

Posg’azanna. 3amane TiNO OOMeXeHEe 3BEpXy
A

z 4aCTHHOIO Mapadonoina obepranus Z=X>+y>+2, a

3HM3Y — YACTUHOIO TUIOIIUHU Oxy, PO3MIIIEHOI0 MK
HPSIMOI0 y =3 — x Ta OCsIMU KoopauHat (puc. 1.12).

3a ¢opmynoro mis 3HaxomkeHHS (1.6) o0’emy
OUTHAPUYHOTO TiNa!

v :jj(x2 +y° +2)dxdy _
D

PoscraBmsiroun Mexi iHTErpyBaHHS OTPUMAEMO:

Puc. 1.12
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3-x

2 oo Y
V =[dx | (x +y +2)dy:[ XY +2—+2y dx =
0 0 0 3 0

3 33— 8 3 3
=] (x2 +2)(3—X)+% dx = =j[6x2 —4%—11x+15j dx =
0 0

99

3
3 4 2
=(6-X——f-%—11-x?+15xj =54-27 - +45=22,5(y6.01).

0
Mpukaan 12. 3Haiitu Macy Kpyriioi MiacTWHKU pagiyca R, skmio
TYCTHHA y(x,y) Marepiady IUIACTHHM B KOXHIIl TodIli IpomopiiiiiHa

Bincrani Touku i nentpa kpyra: Y(X,Y) = k\[XZ + y2 ,
Pos3e sizanns. 3a hopmyaoro (1.9) maemo M= ﬂk\/XZ +y?dxdy .
D

O6mactio inTerpyBanus € Kpyr pagiyca R, X+ y® <R. Ilepeitaemo
70 MOJAPHUX KOOPAMHAT X =pCOS®Y, y=psing.
Maemo
2n R p3 R 2
m=k [ do[p’dr=k2n—| ==knR®.
0 0 3, 3

3anuTaHHA IJ151 caMoIepeBipKH

1. Illo Ha3uBaeTbCA MOABIMHUM IHTErpajaoM Bin QYHKUII f (x,y) 1O
obnacti S?

2. ChopmymoBaT TEOMETPUIHUN 3MICT IOABIHHOTO 1HTErpaia.

3. CdopmymmoBaTr BIACTHBOCTI MTOABIHHOTO iHTETpaja.

4. SIxa o6nacTh Ha3UBAETHCA MPABUIIBHOIO B HANPsIMi oci Ox ? Oy ?

5. SIk 3HaiiTH TUTOITY OOJIACTI 32 JIOTTOMOTOF0 TIOJIBIHHOTO iHTErpana?

6. 3anmmcatu Gopmyiy Ui 3HAXOLKEHHS 00’ €My Tia.

7. 3anucati GopMyITy IS 3HAXOMKEHHS IUIOIII TOBEPXHI.

8. 3anmcaru GopMyiy U 3HAXOMKEHHSI MacH, KOOPAWHAT LIEHTPa Mac
HEOAHOPIAHOT MIACTHHH.

15



3aBaaHHA 1JIF CAMOCTIHHOI0 BUKOHAHHSA

3apaanHs 1. O0UKCTITE IHTETpAITH.

11, fox|—P 12;dxf xdy
1(x+y)? Xlzx +y?

a
13. [ dg | pdp . 14.]dy j xydx
0 sing 0 y-a

3apnannsa 2. Po3craBuT MexXi iHTErpyBaHHs B MOJBIHHOMY iHTErpami
I[ T (x,y)dxdy, sixmto o6macts D obMexeHa miHisMu:
D
21.y=0,y=1 Y=X y=x-2 22X +y*=4.23. y—0, y=1-x°.

3aB}1al—lel 3. 3MiHUTH HOpHJIOK IHTErpyBaHHS.

2

31jonymy32jw j f&yﬂx33jw j f(x,y)dx.
0 i 0 ﬂ 2
3agnanns 4. OO4uCHITE TOABIMHI I1HTETpanw, IEPEHIIIOBITN 10
MOJISIPHUX KOOp,Z[I/IHaT.

a \} 2a \]2ax—x2
41.Ny j(ﬁ+y5w.42jdx [ dy.
0 0 0
a aZ*XZ
4.3. [dx | a®-x*—y*dy
0 0

3apaanns 5. OOUMCINTHA TOABIHHI IHTErpadd B TOIAPHIA CHCTEMI
KOOpJIMHAT.

dxdy
5.2. ﬂ
D X* +y°

53.ﬂmaglw0%neEhlsx2+y2£9,yzii,nyJi
D X

NG

3aBaanns 6. O6uuciuTH mwionty Girypu, ooMexeHol TinisvMu Y = 4X

,Jde D—xinpne 1< X2 + y2 <4,

v X+y=3, y=0.

16



3apnanna 7. OOumciautu twiomry ¢irypu, oOMexeHOi JiHiIMHU
y=sinx, Yy=cosx, Xx=0.

3apganna 8. OOumciautd 00°€MH TUI, OOMEKEHHX BKa3aHUMU
MTOBEPXHSMU.

8.1. Xx=0, y=0, z=0, X=4, y=4, Z:X2 +y2 +1.

8.2. 2=X"+Y?, x+y=1, x=0, y=0, z=0, x=4.

8.3.2=9-y% x=0, y=0, z=0, 3x+4y=12(y>0).

3apnanna 9. 3HalTH KOOPAWHATH IIEHTPAa Mac PiBHOCTOPOHHBOTO
TPUKYTHHKA, SKIIO OJIHA 3 HOTO BEPIINH PO3MIIIIEHA B TOYATKY KOODP/IMHAT,
a BHCOTa OITyIlleHA 3 Ii€i BEpPIIMHU JIOKUTh Ha oci Ox . IloBepxHera
IYCTHHA CTaa 1 JOPIBHIOE OJIUHUILI.

3appannass 10, OOyuciMTH  MOMEHT  iHepHil  OJHOPIAHOrO
NPSAMOKYTHHKA (y =1), OOMexeHoro mpamumu x=0, X=ad, y=o0,
y =b, BITHOCHO MOYaTKy KOOPIHHAT.
Bianosini: 1.1. n2 12 ——2arctg— 13. % 14 Hat 2.1.
24 2 2 24
y+2 N 1-x2
jdyj FGy)dX 22, Tdx ' | f(xy)dy. 23 IdXI f(xy)dy. 3.1.
2 a2
1 ¥y 1 1-x2 F
jdyj f(x,y)dx. 3.2.jdx [ f(xy)dy. 33 jdx j f(x,y)dy +
y2 -1 0 -1
a* 167

+jdxj f(x,y)dy. 4.1. ? 4.2, T 4.3, ga 5.1. =" 52 67 53,

72 2 1 a3
—6—7 1. 8.1.186=.82. -.8.3.45.0. x =2 'y =0. 10.
6 3 V2- 3 6 3 Ye

ab(a’® +b?)
—

Tema 2. IOTPIMHI IHTETPAJIA

IIman

1. OGuucnenns norpiHOro iHTErpana
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2. [oTpiiinmii iHTerpan B WLHIIHAPUYHIA Ta cQepHyHid cucTeMax
KOOpJIMHAT
3. 3acTocyBaHHs MOTPIHHUX IHTErpaiB

Jlirepatypa: [1-5].

MetoauuHni pekoMenaauii
[Micnst ompamtoBaHHST Matepiany TeMH 2 CTYISHT MOBUHEH 3Hamu:
O3HaYeHHS TOTPIHHOrO iHTerpama Ta WOro BIACTUBOCTI, METOIH
OOYUCIIEHHS, TEOMETPUYHI Ta MEXaHi4Hi 3acCTOCYBaHHsS MOTPIHHOTrO
iHTerpana; ymimu: OOYHMCIIOBATH TOTPIHHI iHTErpanu B JEKapTOBUX,
chepruHMX Ta [WIHAPUYHUX KOOpJAMHATAX, 3MIHIOBATH  MEXi
IHTErpyBaHHST B IIOBTOPHOMY IHTErpali, 3acTOCOBYBAaTH IIOTpIiiHi
IHTerpanym 10 o04nCcIeHHs 00’ eMIB.
1. OOuucaeHHs NOTpPiliHOrO iHTErpaia
Hexait obnactes V (puc.2.1)
7=72(X,y) 3HM3y OOMEXEHa IIOBEPXHEIO

z=17(x,Y), a 3BEpXY

A

noBepxueto Z=Z,(X,Y).

O6macte D — mpoekiris
obmacti V. Ha IUIOIIMHY Oxy,

obmexena mimismu Y = Y;(X),
y=Y,(X), X=X, X=X,.

Toni moTpiitHuit IHTErpaT Bif
¢byHKUIT f(x,y,z) M0 odnacti V

X1
y=y1(X)

O0YHCITIOETHCS 32 (POPMYIIOIO

X2 y2(x)  za(xy)
(Il f(x,y,z)dxdydz= [dx [ dy [ f(xy,2)dz (2.1)
\

x o on() nxy)
JIsst 3BeJIeHHsI TIOTPIHOrO iHTEerpaia f H f(x,y,z)dV no nmoBropHOrO:
,

1) mpoekTyeMo MoBepxHIO S, MO 00Mexye 00’eM V Ha IJIOLMHY
Oxy ;

2) 4epe3 JOBUIbHY TOUKy oOnacti D mpoBoammo npsiMy mapaniensHy
oci Oz ; TOYKa BXOAY IPAMOi B 00J1aCTh € HIKHBOIO MEKEIO IHTErpyBaHHS
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z=17/(XY), a Touka Buxoxy Z=2,(X,y) — BepXHBOIO MeXKer0

iHTEerpyBaHHS 1O 3MiHHIH z;
3) BBakaroun X Ta Y CTAIUMH OOYMCIIIOEMO BHYTPIIIHIH iHTErpa
7 (x.y)

[ f(xy,2)dz;

3 (xy)
4) Big orpuMaHoi (QYHKUII IBOX 3MIHHMX X Ta Y OOYHCIIOEMO

MOJBIHHUH 1HTErpa mo odnacti D .

Sxmo mnpsmi, mapanensHi oci Oz, NEPETUHAIOTH IOBEPXHIO, IO
obMexye obmacte V OUTBII HIK B JJBOX TOYKaxX, TO MOTPIOHO po30UTH
obnactb V Ha YaCTHHM TaK, MI00 /sl KOXKHOI 3 YaCTHH TOYOK MEPETUHY
Oyno He Oinbine JBOX. JlomaemMo iHTerpanu MO KOXHIM 3 OTpUMaHUX
YacTUH, 00YHCIICHI OITMCAHUM BHUIIIE CIIOCOOOM, 1 OTPUMYEMO iHTErpal 1o
BCiif obmactu V.

Ananoriudo ¢opmymi (2.1) morpiiiHuMiA iHTerpas MOXXKHA 3BECTH 0
MOBTOPHOT'O, INPOEKTYIOYM TIOBEPXHIO S Ha IUIONMHY Oyz abo Ha

mwiomuay OXz.

2. IorpiitHmii iHTerpan B muiiHaApuyHii Ta chepnuniii cucremax

KOOPAUHAT

3B’A30K MK TIPAMOKYTHUMH 1 MAJIHAPAIHAMA KOOPAWHATAMHU TOUKU

M Bupaxaetbcs popMynamMu
X=pCose, y=psing, z=z,

e p>0, 0<@=<2m, —0<z<o0.

dopmyna repexoay 10 MIUTHAPUIHIX KOOPIUHAT Ma€ BUTIIS

j(j;j f(x,y,2)dV = jgf f (pcoso,psing, z) pdpdedz (2.2)

Jo mMIiHIpHYHUX KOOPAWHAT HAWYacCTille MepeXOoAsTh TOMl, KOJIH
obmacte iHTerpyBaHHs G yTBOpeHa IMIIHAPUYHOI ITOBEPXHEIO,
MIPOEKITIEI0 SAKOI Ha BIATOBIAHY MUOmMHYy € obmacte D y dopmi kpyra,
KUTBIIS, CEKTOpPa TOIIO.

[psmokyTHi 1 chepruHi KoopauHaTH Touku M 10OB’s13aH1 popmynaMu

X=rsin@cose, y =rsindsing, z=rcoso,
A€ r=>0, O<p<2m, 0<O0<Tm.
dopmyna nepexony 10 CPeprUuHUX KOOPAUHAT MA€E BUIIISL
[I] £(x,y,2)dV = [[f f (rsin©cos @, rsinOsin o, r cosO)r’sin0drdod. (2.3)
G G'
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PiBusuus cohepn X2 +Yy°+2°=R? y coepuyHHX KOOpAMHATAX

cnpomyerbesi A0 Burisgy r=R. Tomy m0 cdepuuyHHUX KOOpAMHAT
Haifuacrile mepexoaiaTh TOJi, KoMK 00nacTh iHTerpyBanus G e kyns, ii
YacCTUHA — KYJIbOBUH CEKTOP TOLLO.

HpHKJIa}II/I p03B’i13yBaHHﬂ THIIOBUX 3a/1a4
1 1-x l-x-y dZ

Mpukaan 1. OGuncmury inrerpan [OX [ dy [ ———.
o o o (x+y+z-3*

Po36’s3anna. O0urcIMMO BHYTPILIHIN 1HTErpall o 3MiHHIH Z,
BBaXaro4u x Ta y CTaJIUMU:
ny dz CBvd(x+y+z-3) 1 1 [
o (x+y+z-3)* o (x+y+z-3)* 3(x+y+z—3)3|O
11 1 1 1 1 1
e 3+= st
3(-2° 3(x+y-3)° 24 3(x+y-3)
IaTerpyemo otpuMany QyHKIO Mo y (x — craja):
1-X

11 1 1 11 1
ot 3oy 5719\ Y 3200 37
ol24 3(x+y-3) 247 32(x+y-3)" ),

1-x 111 1 x 1 1 1 1 x
24 64 6(x-3° 24 6(x-3)°

T6l(x-3)?7 4)
[ligcraBnssemMo oTpuMaHMiA BUpa3 y 30BHIMIHII 1HTETpalt:
1
j x dx_l X J(LLE) 1
(x3)4 (x-3) 8 ), 6\2 8 3) 144
Hpukaax 2. OGuucnuru interpan | = [[[(2x+3y—z)dxdydz, zxe
G

obnacte G oOMexeHa IIIOMKHAMY z =0, z=3, Xx=0, y =0, X+ y = 2.
Po3g’azauna. Obnacts G(puc.2.2) — npsMa npu3Ma, OCHOBAMH SIKOi €
TPUKYTHUKHU B IJIONMIMHAX z =0, z=3 1 OiYHI TpaHi JIeKaTh B ILIOMIMHAX

x=0,y=0, x+y=2. Po3craBuMo Mexi iHTerpyBaHHS. 3OBHIIHE

iHTEerpyBaHHs mpoBenemMo 1o 3MiHHIK Z: 0< z < 3.IIpoekuieo obnacti Ha
IUIOIIUHY € TPUKYTHUK 0< y <2 —x, 0<x<2.Tomy
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3 2 2-x 3 2 3y2 ax
| =[dz[dx [ (2x+3y—z)dy = [dz]| 2xy+7—zy dx =
0 0 0 0

0

0

3 2 1
—z(2—x))dx:jdz(2x2 — X3+ (x=2°+
0 3 2

3
j(8——+4 szdz_[@z—z )
0o 0 3

3 2 —y)?
= [dz] (4x—2x? P Catls
0 0

3
=11.

+%(x—2) j

0

ZA

3

G
0 A .
2 L
5 y
X+y=2
X
Puc. 2.2 Puc. 2.3

Hpukaax 3. OGunciurn imrerpan | = [[[ ydxdydz, ne oGmacte G
G

oOMexeHa ToBepXHsIMH Z =1—x, z =2 —2x, x= .
Po3z6’sizanuns. Tpoekuiero odmacti G(puc. 2.3) Ha mnommHy Oxy €
e obmacte D: y*<x<1, _1<y<1. J19 KOXHOI TOUKH M (x,y,z)eG

MaemMo 1— x<z<2 2x, TOMy
2-2x

I_jdyjdxj ydz = | dy yz|l “dx = jdyjy(l x)dx =
2ol *1 ¥

" xz 1 1
e-2)
el 2

to(1 y“j (yz y* y6j
dy = Sy |dy=| Y-+ =— || =
i Ily(z T )T T T2,

Hpuxnag 4. OOumcnuTH iHTErpan | :m x2dxdydz, ne oobmacte G
G

oOMexeHa IUITIHIPOM X%+ y2 =4 Ta mjaomuHaMu z =0, z=23.
Pos3é’azannsa. Ipoexuieto obnacti G (puc. 2.4) Ha miomwmny Oxy € Kpyr

D: 2<x<2 Ja—x? <yp<Ja—x2.
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UATIHAPUYHUX KOOPAWHATAX:

B o6nacti iHTeryBaHHﬂ z 3MiHIO€TBCSI Big 0 1o 3, Tomy

N/ «y 2 Jax2

| = j dx j X dyjdz— j dx j x2dy 2l =3[ (x2y)| :}4—de=
—4- X2 -2 —\4-x2 -2 e

n/2

x2\/4 X2 dx =

=12-16 [ sin®tcostcostdt =
dx = 2costdt 0

NN

Puc. 2.4 Puc. 2.5
TC/Z 1 TC/Z
=24 (1—cos4t)dt=24(t—zsin4tj =12m.
0 0
Hpukaax 5. OGuucnntn imrerpan | = [[[zdxdydz, ne obmacte G
G

2_[2, 2
oOMeskeHa moBepXHAMI 2~ =4[X" +)°, 2z=8-x* —)?

Pos3é sizanns. Tpoexkitieto oomacti G (puc. 2.5) Ha momuHy Oxy € Kpyr

pazmiyca 2 3 LEHTPOM B IOYAaTKy KOOPAMHAT, TOMY IJIsl IHTEIPyBaHHS
3pY4HO NEpelTH OO LWIIHAPUYHHUX KOOpAuHAT. PiBHAHHS MOBEPXOHH B

z=p Ta Z=4—p2/2.06nacn, G

HEPEXOAUTH B 001acTh G; :

pSZS(B—pZ)/Z; 0<p<2; 0<p<2m
3a dopmymnoro (2.2) maeMo:

B-02)/2 ,  _2|@PD)/2 1,

Z
I—jd(pjdp I Zpdz—jd(pjp? dp:chox
p
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2

2M1 1 31 44
L(g—p? ]d (_—8-2 1 4) S
X£(4( *) p p=n 432( p?) il
HNpukaay 6. OGumciutu interpan | = [[[zdxdydz, ne obnacts G
G

2 2 2
obMeskeHa ceporo x° +y° +z° =y (puc. 2.6).
Po3g’szauna.  3anmmmemMo  pIiBHSHHS TOBEpXHI y  CQepUUHHUX

xoopamuatax: ' =siN@sinG, 0<e<m, 0<0<nm.
3a dhopmyioro (2.3):

n n sinpsin®
| =[defd06 [ r-r smedr—jd(p[sme =r
0 0

0

|mn¢$n9

e:
=1jd<pjsin5 0sin® pd0 = ——jsin4 (pd(pj(l—cos2 0)2d cosO =
4'0 0 4'0 0

cos® e) i

0

1 ) [ 2
=——/|[(@-cos2p) dop| cosO ——cos” 0+
16{( ¢) de 3

1(3 . 1. i 4 2 13t -16 =
=——| =-@-Sin2p+=sindep || | 2+=-——=|=———- =—.

16\ 2 4 0 3 5 16 2 15 10
Hpuxnag 7. O6uuciutr 00°€M Tija, 0OMEKEHOTO 3BEpXy cdeporo

- 22
X2 +y? +7% =1 i 3HH3Y KOHyCOM Z=+/X" +Y° .

Pos36 azanns. O6’em obumciumo 3a popmymnoro V = [[f dxdydz.
G

Puc. 2.6 Puc. 2.7

Ockinbk oOnacte iHTerpyBaHHs (puc. 2.7) € YaCTHHOK Ky,
nepeinemo 10 chepuuHux KoopauHaT. PiBHAHHS Kyl HaOyBae BUTILSIILY

r=1 xonyca 0=7/4. O6macts G B cepHUHNX KOOPAUHATAX:
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0<r<1 0<06<m/4, 0<op<2m
3a dhopmyioro (2.3) orpumaemo

27

n/4 1
V= jd(pf dejr smedr—j d(pj smedejrzdr—

)

2 )3 3

Mpukaan 8. O6qy1cm/m/1 KOOpJIMHATH IIEHTPa MacH Tiia, 0OMEXKEHOTr 0

1
3
7':/4

= (P|o (—cos 9)| 7 (ky0.01.).

2
IOBEPXHAMH x +y=1, Z=X", x=0, y=0, 2=0 (y(x,y,2)=1).
Po3s6’sizanns. Jns oOYUCIEHHS KOOPAWHAT [EHTPA MAacH OJHOPIIHOrO
Tijla BUKOPUCTAEMO hopMyiin

[[[ yxdxdydz [I] vydxdydz [[[ vzdxdydz

=G iy, =2 12, =S ; m= ||| ydxdydz.
iy S e [y
Crioyatky 3Hai1eMo Macy Tija:
1-x X 1 X
m = [[[1dxdydz j | dyj dz—jdxj x“dy =jx2y|z dx =
G 0 0 0 0
L 1
:sz(l—x)dx:(lxtlx“j _1

Jami maemo
1 1-x 1 1-x 2 1 1-x
I xdxdydz = [dx [ dy [ xdz=[dx [ xzlo dy=[dx [ x*dy=
G 0 0 0 0 0 0 0

1

! 1 1
=[x® dx = (X —X4)dX ( X ——ij =—
[y v I 4" "5 ), 20
1 1x x2 1 1x 1X2y2 1-x
(I ydxdydz = [dx | ydy [ dz=[dx | x*ydy =] dx =
G 0 0 0 0 0 0 2 0
1 1 1
:lsz(l—x)zdlej‘(XZ_2X3+X4)dle(lx3_lx4+lxsj :i;
2% 23 23" 2" 757 ), 60

1 1x ¥ 11 1-x 11, x
[[[ zdxdydz = [dx | dy [ zdz == [dx [ dy(x*)* ==[x"y|, dx=
G 0 0 0 20 0 20
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1 B 1
ZEIX“Yﬁ)Xdle(lxs—lej L
23 2\5" "6 ), 60

B pesynbTati orpuMaemo:
_Y20_3 y_]/60_1 , _Ve0_1
© 112 5 °° 112 5 ¢ 112 5

3anuTaHHA 1J15 caMolnepeBipKu
1. Ilo Ha3uBaeThCA MOTPIHUM iHTerpayioM Bif QYHKLIT f(x, y, z) HO

obmacti G?

2. ChopmyIoBaTi TeOMETPHYHHINA 3MICT MOTPIMHOTO iHTErpana.

3. ChopmyioBaTi BIACTHBOCTI MOTPIHOTO iHTErpana.

4. STk oO4HCITIOEThCS MOTPIHHUI iHTErpan?

5. SIk 3HaiiTi 00’€M TiNa 3a IOITOMOIOK0 HOJBIHHOIO iHTErpasa’?

6. ®opMmyra mepexomy 0 MWIHAPHYHUX KOOPAWHAT B MOTPIHHOMY
iHTerpali.

7. dopmyna mepexoay 10 chepruIHUX KOOPANWHAT.

8. Banmcartu opMyiTy IS 3HAXOLKEHHS MacH, KOOPIMHAT IIEHTPa Mac
HEOIHOPITHOTO TijNa.

3aBaaHHs AJ5 CAMOCTiIiiHOI0 BUKOHAHHS

3aaanns 1. OOuncnuTy 3a1aHi TOBTOPHI IHTETpaIy.
1 2 3 a b ¢ a x Yy
1.1. [dx[dy[dz. 1.2. [dx[dy[(x+y+z)dz. 1.3. [dx]dy][xyzdz.
0 0 0 0 0 0 0 0 0
3aBaanus 2. O0UKCIUTH MOTPIiHHI IHTETpaIH.
2.1. [[[ zdxdydz, ne o6nacts G: o6MesxkeHa miomMHOW Z =1 Ta KOHycOM
G
77 =X +V°.
2.2. [[[(X+y+z)dxdydz, ne o6nacts G o6MexkeHa MIOMMHAME X = O,
G

y =0, Z=1 Ta mapabonoigom Z = X2+ y2. (y mepuiomy OKTaHTi).

2.3. [[[ ydxdydz, ne obnacts G 06MekeHa mIOMMHAMU X =0, y =0, z =1,
G

X+y+z=2.
3apnanua 3. OOUMCIUTH THTErpaM, MEPEXOMTUN A0 HUTIHAPHIHUX
a00 cheprIHUX KOOPIMHAT.
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3.1. [[[x*y?dxdydz, ne obmacts G: X* +Yy* <1, z<X*+Yy?, z=0.
G

3.2. m Zx/xz +y2dxdydz, ne obnacts G: y2 <2X— X2, 0<z<2.
G

3.3. [[[ x*dxdydz, ne o6macts G: X* +Yy* +2° <4,
G

3.4 [[][\X* +y*dxdydz, ne o6macts G: 1<X?+y?+72<4, z>0.
G

3.5, [[[/x* +y? +22dxdydz, ne obmacts G: X2 + Y2 + 22 < X
G

3apnannsa 4. O6uncauTu 00°€M TiNla, 0OMEKEHOTO MTOBEPXHSIMH.
41.2=4-y", 1=Y"+2, x=-1, x=2.
42. 7=X+y’, 2=X+2y*, y=X, y = 2x, X =1.
43. X2 +y*+7° =41, X +y* <7’
4.4, y=2x, x=2\ly, z=4—x, z>0.
3apaanus 5. 3Haiiti Macy Tina 3agaHoi G GopMu 3 3a1aHOK0 T'YCTHHOKO
Y(X, ¥, 2).
5.1. G — ky0 3 pebpoM 1, y(x,y,z) =x+y+z.
52.G: X2 +y*+2° <4, y(x,y,2)=x+y+2z

3aBpanHsas 6. 3HaliTH  CTaTHYHI MOMEHTH  IPSIMOKYTHOTO
mapasesneninena 3 peopamMu a, b, c BITHOCHO HOTO TpaHEH.

Binnosini: 1.1. 6. 1.2. abc(a+b+c)/2. 1.3. a°/48. 2.1. n/4. 2.2,
—7(157+16)/480. 2.3. -5/72. 3.1. n/32. 3.2. 32/9. 3.3. 64n/15. 3.4.
1247/15. 3.5. ©/10. 4.1. 8. 4.2. 7/12. 4.3. 8. 4.4.176/15. 5.1. 3/2.

5.2. 8. 6. a’bc/2, ab’c/2, abc?/2.

Tema 3. KPUBOJITHIVMHI IHTET PAJIA

Ilnan
1. KpuBomiHiifHi iHTErpaim mepuioro pomay.
2. 3acTocyBaHHS KpUBOJIIHIHHOIO iHTErpaja mepuioro poay
3. KpuBoniHiiiHi iHTErpasu Apyroro pony.
4. 3acTocyBaHHS KpUBOJIHIMHUX IHTErpaJliB APYrOro pomay.
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Jlirepartypa: [1-5].

MeTtoanuHi pekoMeHaamii

[licns ompamioBaHHS MaTtepially TEeMH CTYIEHT TOBUHEH 3HAMU'
O3HAYCHHS Ta BJIACTUBOCTI KPUBOJIIHIHHUX IHTErPaAJIiB IIEPIIIOTO Ta APYroro
pony; ymimu: BMITH OOYHCIIOBATH IHTETpajld B PI3HUX CHUCTEMax
KOOpJIMHAT.

1. KpuBoainiiini inTerpaau nepumoro poay.

KpuBoniHiiiHuii iHTErpaj nepuioro poay (KpUBOMIHIHHUE iHTErpa mo
JOBXKUHI Ayrd L ) mo3HavaeThes Tak:

I =[f(M)ds=]f(x,y)ds (3.1)

OcHoeHi énacmugocmi KpugoniHillHO20 iIHmezpana nepuiozo pooy

1. [ f(xy)ds= | f(x,y)ds

2. Skmo kpuBa L € 00’ eananusam ayr Ly ta Lo, To
Jf(M)ds= [ f(M)ds+ [ f(M)ds.
L L Ly

Oobuucnenns KpueoniHiliHo2o iHmMezpana nepuiozo pooy
Hexait xpuBa 3amana mapaMeTpUIHIME PIBHIHHIMHA

x=x(), y=y@), [ <t<T, 3.2)
ne pynkuii X i y Ta ix moxinmi X', Y — menepepsui. Toxi interpan (3.1)
009HCITIOEMO 32 (HOPMYIIOFO:

{ f(x,y)ds = } f(x(), y(t))\/(x’(t))2 + (y’(t))zdt (3.3)

4

SIKIo mpocTopoBy KpuBY L 3aaHO PIBHAHHAMH X = x(t), Yy = y(t),

z=2(), o <t<T, 10
{ f(x,y,2)ds :} f(x(),y(0), z(t))\/(x’(t))z +(y'®) +(2'(t)) dt |

V BUNaaKy KpUBOI, 3aJJaHOI IBHUM PIBHAHHAM vy = y(x), a <t <b,

{ f(x,y)ds :T f(x, y(x))«[1+(y’(x))2dx (3.4)
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Sxmo kpuBy L 3amaHo y MNONAPHUX KOOPAMHATAX. p=p(ep),

G <0=0,,TO

f100y)is= Tt (pcoso,psinelp? + (P'(@)?de  (3.5)
P

2. 3acTocyBaHHsI KPUBOJIIHIHHOI0 iHTerpana nepuioro poay
Mexaniuni 3acmocy8anHs KpueoaiHiliHUX iHmezpaie nepuiozo pooy

Skmo p =p(x,y)diHiliHa ryctuHa xpuBoi L, To maca Bci€i kpuBoi

JOPIBHIOE
m= [p(X,y)ds. (3.6)
L
Cratnyni MoMeHTH KpuBoi L BimHOCHO oceit Ox i Oy :
M, = [p(x,y)xds, M, =]p(x,y)yds, (3.7)
L L

Mowmentu inepuii Iy I, 1, moxo oceit Ox 1 Oy 110YaTKy KOOP/HHAT:
2.2
L =[y?p(x,y)ds, 1, =[x*p(x,y)ds, ly = I(X ty )P(XyY)dS (3.8)
L L L

KoopanHatu 1ieHTpa Mac MatepiabHOI KPHUBOI:

M, Jp(x,y)xds MX:{p(x,y)ydsl 59
m  Jp(xy)ds '

. =t—— Y, =
m  [p(x,y)ds
L

Ob6uucnenna naowyi WUIIHOPUUHOT ROGEPXHI

Hexaii 3ajana mustiHapuyHa moBepxHs (puc. 3.1), HaANPsAMHOO SKOI B
IUTOIMHI Oxy € miHif L 1 TBipHIi sikoi mapanensHi oci Oz.
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<Y

a ,
w

Puc. 3.1.

[Toma S yYacTHHM MMOBEPXHI, 1O 3HAXOMUTHCS MK JiHisMu L Ta Li,
ne arrikata Toukd M e Li, € ¢yHKiieo KoopauHat TOYkd P miHii
L:z= f(x,y) 3HaXOQUThCA 3a GOPMYIIO0

S=]f(xy)ds. (3.10)

3.  KpuBoJiniiini inTerpasm apyroro poay

Kpugoniniinuin  inmezpan II pody Bin ¢yHKIII f(x,y) 1O
KoopOounami XHa KpuBiii L mo3HAYa€THCS CHMBOJIOM

I =[f(xy)dx (3.11)

AHanoriuno, Kpueoniniunuii inmezpan Il pody Bin QyHKUIi f (x,y)
10 Koopournami Y Ha KpuBiit L
I =[f(xy)dy (3.12)
L

Kpueoninitinuii inmezpan 11 pooy 3azanvnozo éudy 3anvcyroTh Tak
[P(x, y)dx+Q(x, y)dy = [P(x,y)dx+ [Q(x,y)dy (3.13)
L L L
[P(x,y,2)dx+Q(X,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
L

= [P(x,y,z)dx+ [Q(x,y,z)dy + [R(X, y,z)dy.

[Ipu 3MiHi HanpAMy iHTErpyBaHHSI KpUBOJNiHiIHHUK iHTerpan II pomy
3MIHIOE 3HAK:
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[ P(x, y)dx+Q(x,y)dy =— | P(x, y)dx+Q(x, y)dy. (3.14)
AB BA
Sxmo po3outn kpuBy AB Ha wactunn AK i KB, To

| P(x, y)dx+Q(x,y)dy =
= [ P(x y)dx+Q(x,y)dy + [ P(x, y)dx+Q(x, y)dy (3.15)

Oobuucnennsn Kpueoninininozo inmezpana Il pooy

Hexait kpuBa L 3amana mapamMeTpUYHUMH PIBHSHHSAMH
x=x(t), y=y(), tO StST, (316)
TOJIi KPUBOJIIHIHHUI 1HTErpayl 00UUCIIOEThCS 32 (HOPMYIIOH

{ P(x, y)dx+Q(x, y)dy =} (P(x(®), yO)X'(®) + Q(x(t), y(®)y'(t))dt (3.17)

Jlnst mpocTopoBoi KpuBOi L: x = x(t), y=y(t), z=z(t), b St<T,
[P(x,y,2)dx+Q(X,y,z)dy + R(x,y,z)dz =
L

= } (P(x(®), y(©), @)X (1) + Q(x (1), y (), (1) y'(t) +

+R(X(t), y(1), 2(t)) Z'(t) ) dit (3.18)

SK1mo miHiA 3a7aHa y SIBHOMY BUITLIAL y = y(X), a< X<b, TO
[P(x, y)dx+Q(x,y)dy = T(P(X, y(x)) +Q(%, y(x))y'(x) )dx (3.19)
ﬂ;I_HO PIBHSIHHS HiHIT 3az[a110 PIBHSAHHAM x =x(y), c<y<d, TO
{ P(x, y)dx+Q(x, y)dy = E(P(X(Y), Y)X'(y) +Q(x(y), y))dx (3.20)

Ymoeu nezanesxncnocmi kpueoniniiinozo inmezpana opy2020 pooy 6io
WAXy IRMezPy6aHHsa

Iurerpan | = [ Pdx+Qdy He 3anexuTh Bij LUISIXy IHTErPyBaHHS, SKILO
L

0

.. oP ..
KII11 P, Ta IMOX1JH1 — , — HCIICPEPBH1 1
dyn Q ' oy pep
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RQ_oP (3.21)
ox oy
Sxmo ymoBa (3.21) BUKOHYETBCS, TO BUPA3 P(x, y)dx +Q(x,y)dy €

HOBHMM  audepeHuiazoM  geskoi  ¢yHKOii  U(x,y), TOOTO
P(x, y)dx +Q(x, y)dy =dU (x,y) 170z
(x2.¥2)
| Pdx+Qdy=U(%,,¥,)-U (X, ¥). (3.22)

(x:%1)
SIKmo BUPa3 P(x,y)dx +Q(x,y)dy € IHOBHUM u(epeHiiagoM, TO
IHTerpa 1o 3aMKHEHOMY KOHTYPY JOPIBHIOE HYIIIO

JiPdx+Qdy=0.
L
AHastoriuHo, ymoBa HesanexHocti inrerpana | = [Pdx+Qdy + Rdz
L

B/l IUIAXY IHTErPyBaHHs Ma€ BUTIIS (OpiBHS#TE 3 yMOBOHO (3.21)):
P _0Q. Q_oRrR, R_ 6_P

ay ox' oz ay oX o1
Tomi  Pdx+Qdy + Rdz =dU (x,y,z) 1
(X2,¥2.22)
[ Pdx+Qdy+Rdz=U(X,,Y,,2,) -U (X, Y1, Z,).
(. 1,21)

4. 3acrocyBaHHS KPUBOJIiHIIHUX iHTEerpamiB Apyroro pomay.

Obuucnenna naowi niockoi gizypu
Kpusomniniiiamii inrerpan [fjP(X,y)dx+Q(X,y)dy mo samkayTOMy
L

KOHTYPY HE 3aJIeKUTh BiJ] BHOOPY ITOYATKOBOI TOYKH, & 3aJIEKUTh TLTBKH
Bim HampsmMKy obxoxmy. llmoma mpaeunsnoi obnacti D obmexeHoi
3aMKHeHHM KoHTypoM L (puc. 3.2) 3HaxomuThes 3a popMyInoro:

S :l[ﬁxdy—ydx (3.23)

VY dopmymni (3.23) npu iHTerpyBanHi mo L 1el KOHTYp 0OXOAUThCS
MPOTH FOAMHHUKOBOI CTPUIKH (KOHTYp Opi€HTOBAaHHI J0OJATHO).
Sxmo B obmacti D ¢yHkOii P(x,y) 1 Q(x,y) HEIEpepBHi pa3oM 3

Q

. . OP . .
MOX1THUMHU & i — , To Mae micue dpopmyna Ocmpozpadcbvkozo-I pina
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Puc.3.2.
R _P ) iy =
ij( oy jdxdy U:] Pdx + Qdy, (3.24)

ne L — rpammns obmacti D, a iHTerpyBaHHS B3IOBXK KOHTYpy L
MIPOBOAUTHCS Y TOJJATHOMY HATPSIMKY.

Poboma 3minnoi cunu
3minna cuma F (P(x,y);Q(x,y)) Ha kpusomiiiniii ginsuui AB BukoHye

po0oTYy, sIKa 3HAXOTUTKLCS 32 (DOPMYIIOI0
A= | Pdx+Qdy (3.25)
(AB)
Y Bumanky mpocTopoBoi kpuBoi AB
A= [ Pdx+Qdy+Rdz.

(AB)

IIpukaagu po3B’A3yBaHHA THIOBUX 33124

Mpukaan 1. O6uucnuty inTerpan | = | xy?ds, ne L —Binpizok npsmoi
L
MDK TOYKaMHA O(O;O) 1 A(4;3)
3
y=—X, 0<x<4.
Pose’sa3auns. PiBHSHHS TpsMoi OA wmae BUTJISLT 3a

dhopmynoro (3.4) maemo
4 2 2 4
I :jxyzds:jx(§xj 1+(§j dx:ﬁjx3dx:45
1 o 4 4 649

HNpuxaan 2. O6uucnuty interpan | = j«/xz + y2 ds, nel — nyra
L
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KPHBOI, 33J1aHOI TApaMeTpH4HO. X =tcost, y =tsint, 0<t< \/§
Po36’s3auns. Kopucryrouncek ¢popmyinoro (3.3):

ds = /(X)? + (y;)2dt = | (cost —tsint)? + (sint + tcost)dt = L+ t2ct.

3HauuTh, IHTErpal MEPIIOro POAy AOpiBHIOE 3rigHO (3.3):

E &
| = X +y2ds = [ \t2cos?t+t2sin’t -1+t2dt = [ ty1+t2dt =
L 0 0

32| \3
18 1 (1+8%) 13 3\ 7
== [NI+Pd (1487 ) = =—(44—15)=—.
2% 2 3/2 3 3
0
INpukaax 3. O6uucnury inrerpan | = | de, ne L nmyra mapabomnm

L

y :%x2 , OOMeXKeHa TOUKaMH A[l; %) i B(22).

: 1.
Po3é’s3anna. Ockinbku kpuBa L 3amana Bupaszom Y =—X", TO

ds = 1/1+(y’(x))2dx =1+ x%dx .

[Ipu pyci B3goBx ayru mapaboiu Bif TOYKH A[l; %) JI0 TOYKH

B(2;2) 3MiHHA X 3MIHIOETHCS Bif 3HaueHH 1 1o 2. 3a popmyroro (3.4)
OTPUMAEMO
2 2

2 2
1=[Lds=]2 1+x2dx:1jx 1+x2dx:£j\/1+x2d(1+x2)=
L X 2X 21 43

1 °
=2 x)? =E(J175—J§).

1

. [2 2
Hpuxnag 4. OOuucnuty iHTErpai |=I X“+y°ds, ne L koo
L
X2 +y? =2X.
Possé’sazanna. B TONSIpHUX KOOpAMHATAX x=pCOSQ,

y=psine
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A PIBHSHHS KoJsa HaOyBae BUIJISLTY

p® =2pC0S®, p=2cose. OCKiTBKH KONO

1
pO3TallIOBAHE B T1i YaCTHHI IJIOIIMHHY, 1€ X >0
+ > . . T
0] \:LJ 2 x , TO KyT ¢ 3MIHIOETBCS Bl 3Ha4YCHHS _E o

3HAYEeHHS Hdudepenmian IyTH

ds = o +(p'(0)"

ds= \/22 cos’ @ +2°sin’pde = 2d@ .3 popmysu (3.5) orpumaemo

| =[\x*+y’ds= f 2p(p)dp =22 f cospd@ =22 sin(p‘gn =8.

: : : E
Mpuxaag 5. O0YUCIUTH MOMEHT 1HEpIIii MBKoOJIa X2 + y2 =1 y=>o,

BIZIHOCHO Ocl X, SIKIIO JIHIHA I'YCTHHA MacH JAOPIBHIOE p(X,y) =| X|. -
Pose’szanns. Tlapamerpusyemo komo X=COSt, y=sint, o<t<nr

Ocnosuii MomenT iHepuii |, BusHAuaeThCs 32 hopmymnoro (3.8):
I, =] y?p(x, y)ds = [sin® t|cost|ds = [sin® t|cost|v/cos® t +sin® tdt =
L 0 0

E T
2 sin’t
3

sin®t

o—nN|3

sin®tcost dt — [sin®tcost dt =
s

2
« 3

0

2

Hpuxaag 6. OOCunciuty 1UIOmy OIYHOI TMOBEPXHI TOJOBHUHU
2 2

y

SNMIMTUYHOTO [UJIHApA ? + ? =1, y=>0, z=0, OOMEXKEHOro

IJIOMMHOK Z =Y (puc. 3.4).

Pose’sazannsa. BimnoeinHo mo dopmynu (3.10) Ta BpaxoByHOUu yMOBY
Z = Yy TUIOIIA TIOBEPXHIi JIOPIBHIOE KPUBOJIHITHOMY iHTErpairy

S=[zds=[yds,
L L
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2 2
ne L — gyra eminca 3 + y? =1, y=>o0.Ilapamerpuuni piBHAHHA eninca

X=+/5C0st, y=3sint, 0<t<m.

Puc. 3.4.
Maewmo X =—/5sint, y; =3C0St,

ds =\/x{2 +yi2dt =+/9cos?t +5sin? talt =~/4cos t + 5t

Otxe,

n 1 1
S = [3sinty/4cost +5dt =3[ v/4u? +5du = 6]/4u” + 5du =
0 -1 0

=3[u\/4u2 +5 +gln‘2u Az +5

Mpukaan 7. O6uncnutn inrerpan | = [(x* —2xy)dx + (y? — 2xy)dy,
L

' 5
} =3(3+2In5),
. 4

ne L — Bigpisok ayru mapaGomn Y = X2, obmexenuii Toukamu A(—1;1)
ta B(1;1) (puc.3.5).
Pose’szanns. Ockineku, Y =Xx2, to Y =2X i npu pyci Big Toukn A

1o toukn B 3minna X 3miHroeTses Bix —1 g0 1, To 3a dopmyioro (3.19)
OTPUMAEMO

1
| = [(x* —2xy)dx + (y* — 2xy)dy = | ((x2 —2x-X?) +(x* - 2x- x2)2x)dx =
L -1
3 4 6

1 5 1
=j(x2—2x3+2x5—4x4)dx:[x——x—+x——4iJ _2. 8_ 14

3 2 3 5 3 5 15
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},‘ )/
e N BI (4.5)
AN / B |
! E 42,0/ |
-1 0 I x 0(0,0) 2 4 o«
Puc. 3.5 Puc. 3.6.

Ipukaan 8. O6uucnuty interpan | = [ x*dx +3zy*dy — x° ydz
L
B3JI0BXK BifIpi3ka mpsamoi, oomexenoi Toukamu A(3;2; 1) ta B(0;0; 0).
Po36’sizannsn. CxinanemMo napaMeTpuyHi piBHSHHS IPsMOi AB:
X_y_z_,
3 2 1
Tomi x=3t,y=2t, z=t: % =3 ¥{ =2, Z/ =1. Tlouatky Binpiska AB
BI/INOBIi/Ia€ 3HAYCHHS t =1, a Horo KiHIo — t = 0. 3a popmyoro (3.18)
| = [x%dx +3zy?dy — x*ydz =
L

0 0
= [((30)°-3+31(21)? -2~ (31)(21) -1)dt =87 t*ct =87 -lt“\o __8

1 1 4 1 4
Hpukaan 9. O6unciury inrerpan | = [(x+ y)dx—(x—y)dy B3momxk

L
J1aMaHol OAB, {KIIO O(0;0), A(2;0), B(4;5). .

Poss’sazanna. lllykanuit KpUBOMIHIHHUN 1HTErpaj MOPIBHIOE CyMi
iHTerpaiB B310BXk BifpiskiB OA i AB (puc. 3.6):
= [ (x+y)dx—(x—y)dy+ [ (x+y)dx—(x—y)dy.
oA AB

Bznosx Binpiska OA y =0, dy =0, a KoopanHaTa X 3MIHIOETbCS BiJ
3HaueHHs 0 10 3HaYeHHS 2, TOMY

2
[ (x+ y)dx—(x—y)dy:jxdx=%x2|§ =2.
0

OA
PiBHsHHS mpsMOi, sSKa MPOXOAWTH dYepe3 JBi 3aJaHi TOYKH
A(2;0), B(4;5) 1 3allUCYeTbCS Y BUTTISAL
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x-2 y-0  x-2
4-2 5-0° 2
AGO0 x=2+2t, y=5t. Ilig gac pyxy Bix Touku A 10 Touku B

=Yt
5

napametp t 3miHroeThes Big 0 mo 1. Toxi 3a dhopmynoro (3.17) maemo

| (x+y)dx—(x—y)dy=}((2+2t+5t)-2—(2+2t—5t)'5)dt:
AB 0

1
1 2
=IGﬁ+2mkh=[—&+291J L
0 2 . 2
B pe3ynbTati oTpEMaEmMo
I=[(x+ y)dX—(x—y)dy:2+£:2_1_
L 2 2

Hpuxaax 10. O0uucIUTH IJIONLY €JIifca, 3aJaHOro napaMeTpUIHUMU
PIBHAHHAMHM x = acost, y =bsint, 0<t < 2.

Pose s3anns. 3a popmyioro (3.23) 3HaX0AUMO

2n 2n
S =% [ (acost-bcost+bsint-asint)dt =%abj dt = nab.
0 0

Hpuxaag 11. 3a gorromororo dopmynu ['piHa oduncIuTH
I :U‘j(xz + yx)dx+(y+ xz)dy,
L
ne L — KOHTyp NMpsSMOKYTHHKa 3 BEpPIIMHAMH A(3;2), B(6;2), C(6;4),
D(3;4).

Pose’sazanna. Ha pucynky 3.7 300pakeHO KOHTYp IHTErpyBaHHS.
Ockinbku

%Z(Wrxz)'x =2X %=(x2+yx)'y =X,

T0 32 popmymoro (3.23), orpumMaeMo

4 6
| = Jf(2x—x)dxdy = [ xdxdy = [ dy] xdx = 27 .
D D 2 3

Mpuknan 12. 3uaiitu poSory cumu F =4x%1 +xyj B310BXK KpuBoi
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y)\
st---P——C ’
LYy A 1p--------- B(2;1)
2 [ A > 1B I .
; —> .C(O’2)>
o 3 6 x A©0:0)| 2 X
Puc. 3.7 Puc. 3.8

y = X*BiJl TOUKH O(0;0) /IO TOUKU B(L1).
Po3z6’sizanns. Crkopucraemoch hopmyioro (3.25)

1 1
A= | 4x6dx+xydy:j(4x6 +x-x° .3x2)dx=j7x6dx=1
AB 0 0

Hpuxaan 13. loBexits, 1110 KPUBOTIHIHHKEA iHTErpa
I = (3x2y2 +2x)dx+(2x3y+3y2)dy
AB
Lei 1HTerpaji He 3aJIOKUTh Bij IIIAXY IHTErpyBaHHS, Ta OOYMCIITH HOTO
B310BXK iHii AB (Hanpukimam, meskoi AUTHKE mapabond Y =X?), 1o
3’€JHy€ TOUKH A4(0;1) Ta B(1;2), BUKOpUCTOBYI0UH hopmymy (3.22).

Pose’szannz. Tyt P(X,y)=3x*y? +2x, Q(X,y)=2xy+3y?. Ymosa
(3.21) BuKoHYy€eTBCS:
0
E = 6x2y; —Q = 6X2y; @ = @,

oy oX oy X
TOMY Ma€EMO IHTerpa BiJ moBHOro audepenuiana GyHKUii U (x, y):

dU (X, y) = P(X, y)dx +Q(X, y)dy -
3HaiaeMo U (x,y) 13 cUCTeMH

aJ(xy) — P(x y) M:3x2y2 +2X
OX X |
aUé; ,Y) =Q(x y) W=2X3y+3y2

oU(x,y)

[Ipoinrerpyemo crisBinnourenus P(X,Y) = 3a 3MIHHOIO X:
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U(x,y) =[P(x,y)dx = j(3x2y2 + 2x)dx =x*y* + X +o(y),
ne ¢(y) — AoBlibHa QyHKIiA 3MiHHOI Y. IIpoaudepeniiroemo orpuMaHuii
BUpPA3 110 Y 1 IPHUPIBHAEMO Q :
U (x.y) _
YR
Tomi ¢'(y)=3y?, Tomy ¢(y)=Yy>+C, ne C — nmosimbHa crana. OTxe,

Q(x,y), 2y +¢'(y)=2xy +3y>.

U Yy)=xy*+x*+y*+C i B xinmeBux Toukax A i B nopiBHioe
U(A)=U(0;1)=1+C, U(B)=U(L2)=4+1+8+C =13+C.
Omxe BigmoBigHo 110 hopmynu (3.22)
| =U(B)—U(4) =@13+C)— 1+ C)=12.
Mpukaan 14. O6urcauTH KPUBOIIHIHHUI 1HTErpa
| = [2xydx + x*dy
L

B3710BXk JdiHIi AB 1110 3'enHye TOUKH 4(0;0) 1 B(2;1).

Pose’sizanns. Ockinbku P =2xy, 0P /oy =2x, Q=x?, 6Q/dy = 2x
Ta YMOBU HE3aJICKHOCTI IHTErpajia BiJ JIiHII iHTErpyBaHHS BHUKOHAHI, TO
BHKOHA€EMO IHTETpyBaHHS B370BX JamMaHoi ACB. ToOGto Tyr mMm He
nrykaeMo (QYHKIII0 U (x,y) - HOBHMH JudepeHIian s[Koi JOpIBHIOE
MiJIHTETpaJbHOMY BHpasly, a BHOHPAEMO U IHTErPYBaHHA 3pPydHINIY
ninito. Ha manmi AC: y=0, dy=0, ToMy iHTerpan mo AC JIOpIBHIOE
nymo. Ha manni BC: x =2, dx=0, ToMy

1
| =[2%dy = 4.
0

3anuTaHHsa IS caMoIepeBipKu

1. Jlatu o3Ha4YeHHS KPWBOIIHIHOTO iHTErpaa 1o 3aJaHil JiHii.

2. Sk oOUHCHIOETHhCS KPUBOMIHIMHUN IHTErpall, KO PIBHSHHS JiHil
IHTerpyBaHHS 3aaHO Y TapaMeTPUIHOMY BHTIISI?

3. Sl oOuHCHIOEThCS KPUBOMIHIMHUN IHTErpall, SIKIIO PIBHSHHS JiHIil
IHTErpyBaHHs 3aJ]aHO Y BUIIIAAL y = y(x) 400 x = x(y) ?

4. Sx  BIIMBa€E  HamNpSAMOK  IHTETPYBaHHA Ha  BEIHYHHY
KPHUBOIIHIITHOTO IHTETpaIry IPyroro pomay?

5. Sk BCTaHOBIIOETHCS NOJATHUI HANPSMOK y pPa3l 3aMKHYTOTrO
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KOHTYpY IHTETpyBaHHS?

6. Cdopmymroiite Teopemy Octporpancskoro - ['pina.

7. 1o o3Hauae He3aNEKHICTh KPUBOIHIMHOrO iHTErpaia Bif IUIAXY
iHTEerpyBaHHs?

8. Slki cmocobu oGuMcIieHHsI KpUBOMIHIHHOTO iHTErpaa BiJ] IOBHOTO
mudepenniana. Jkuif 3 HUX € HA3pYIHIITAM?

9. Sk BHM3HAYAETHhCS KPUBONIHIMHUN IHTErpayl y3IOBK HPOCTOPOBOL
JHIT?

10. CdopmymioiiTe TeopemMy HE3aIEKHOCTI KPUBOIHIHHOTO iHTErpaia
BiJ] JiHIT IHTErpyBaHHS JJIsl IPOCTOPOBOrO BUTIAIKY.

11. Jlati O3HAYeHHs KPHUBOIIHIMHOTO IHTErpaja 3a JOBXKHHOI Ta
BKa3aTu CIOcOOM HOTo 00UMCIICHHS.

3aBaHHs JAJI5 CAMOCTIiiHOTO BHKOHAHHS
3apnanns 1. O0UHCIUTH KPUBOMIHINHHI IHTErpay.
1.1. jyzdx+ 2xydy, ne L - koo, 3ajaHe mapaMeTpUYHUMH
L

PIBHAHHAMHU X =acost, y=asint, 0<t<2m.
ydx + xdy
12, [Z——/——=

x? + y?

, ne L —Bigpizok mpsmoi y =X, 1<x<2.

13. 2X S dx — y > dy 10 Koy x* +y* =R>

LX2+y x2+y

1.4. [xdy —ydx, ne L —kpuBa, 3aaHa IapaMeTpUYHIUMU PIBHSHHIMH
L

x=a(t—sint), y=a(l—cost), 0<t<2m.

15. [yds, me L — myra mapaGomu y? =2X Bim TOuKH A(0;0) IO

L
touku B(4; \/g)
1.6. [xdx+ydy+(x+y—-1)dz B3goBx Bipiska HpsMOi BiX TOYKH
L

A(;1;1) 40 TOYKH B(2;3;4).

ds .. .
1.7. [————— B300Bk Bipi3Ka NMPAMOi BiJ TOUKU A(0;0) O
Lyx>+y*+4

TOYKH B(1;2) -
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1.8. I(ZZ—«/X2+y2)dS, ne L — ongyra kpuBoi, 3amaHoi

L
HapaMeTPUYHUMHU PIBHAHHAMU X =tcost, y =tsint, 0<t<2m.

Bixnosini: 1.1. 0. 1.2. In2. 1.3. 0. 1.4. —6a’n. 1.5, % 1.6.13.1.7.

3
In J§+3. 18 2*/5((“ 2n? )2 —1].
2 3

Tema 4. IOBEPXHEBI IHTEI'PAJIN

Ilnan

1. [ToBepxHeBI IHTErpaJK MEPILIOTO POLY.

2. 3acToCyBaHHS MIOBEPXHEBUX IHTEIPAJIIB IIEPIIOr0 POAY
3. [ToBepxHEBI IHTErpaIN APYTOro POAY.

4. 3acTocyBaHHS TIOBEPXHEBUX JIPYT'Oro POMY iHTETpaiB.

Jlirepatypa: [1-5].

MeToanuHi pekoMeHaamii

[Micns ompaifoBaHHS Matepially TEMH CTYICHT TOBUHEH 3HAMU:
O3HAYEHHS Ta BIACTHBOCTI OBEPXHEBUX IHTETPAIIiB MEPIIOTO Ta APYTOro
pony; ymimu: oOYVICITIOBATH IHTETPAIN B PI3HUX CHCTEMaX KOOPIUHAT.

IloBepxHeBi iHTErpajau Mepuioro poay

[loBepxHeBuii iHTerpan mepmoro poay Bin GyHKUii f(x,y,z) @O
MOBEPXHI S IMO3HAYAETHCS

[ f(x,y,z)ds. 4.1)

Sxmo, GyHKOIA f(x,y,z) € TYCTHHOIO PO3MOJALLY Macu MaTepiaabHOI
MoBepXHi, TO iHTerpan (4.1) mopiBHIOE Maci Bciei moBepxHi. Ko
f (x,y,z) =1 OTPUMAEMO TLIOILY TIOBEPXHI S :

[[ds=Ss. 4.2)
S

Obyucnenns nogepxuesux inmezpanie nepuLo2o pooy

Hexaii mnoBepxHs S mepeTHHAeThCSI 3 OyAb-SKOI  MPSAMOIO,
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napajienbHO oci Oz, He Ourblie HiX B omHid Toumi. Toxi ii piBHSHHS
MOXHa 3aIlUCaTH Y BUIIISI
2=2(x,y) (4.3)
B oMy BUNaaKy NOBEpXHEBUH iHTErpai 1mo MoBEpXHI S 3BOIUTHCS
10 00YHCIIeHHs TOABIHHOrO iHTerpana mo obnacti D — mpoekuii moBepxHi
S Ha IWIOMMUHY Oxy (puc. 4.1) iToxi inTerpan (4.1) 3anuuierses Tak

, jsj f(x, y,z)ds:ij (X, 2(xY)) 1+ (2)? +(z)2dxdy  (4.4)

Z‘\

Y

Puc. 4.1.
SIKIO piBHSAHHA ITOBEPXHI MOXKHA 3aIUCATH Y BUITIAM y = y(x,z) a00

X = x(y,z), TO IIOBEPXHIO S MNPOEKTYIOTh Ha IIOMUHY Oxz abo Oyz
BignoiaHo. Tomi:

ﬂf(x y,z)ds = fj f(x, y(x,2), z)\/1+(yx) +(y.)*dxdz (4.5)

jjf(x y,z)ds = H f(x(y,2),y, 2)4/1+(x )% +(x.)*dydz (4.6)

Mexaniuni 3acmocy8anua nogepxHesux inmezpaiie nepuLozo pooy

3a JOMOMOTOI0 TOBEPXHEBHX IHTErpaiiB TMEpIIOro pOay MOXKHA
BH3HAYaTH MacH, MOMEHTH, KOOpJIMHATH LIEHTPIB Mac Ta iHIII MeXaHiuHi
nmapaMeTpH JijIsl MaTepialbHUX TTOBEPXOHb, B3I0BXK SIKMX PO3MOIICH]I MacH
3 BU3HAYCHOIO B KOXHIH TOYIli TTOBEPXHEBOIO T'yCTHHOIO.

CraTM4Hi MOMEHTH, KOODJWHATH IIEHTpPa Mac, MOMEHTH iHEepIIil
MaTepiaJbHOI MOBEPXHI S BHU3HAYAIOTH 32 BIINOBIAHUMH (popmynaMu
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Sy :fsj zp(X,y,z)ds M, =fsf(y2 + zz)p(x, y,z)ds;
Sy, =[[xp(xy,2)ds M, =[[(x*+2*)p(x,y,2)ds; ~ (47)
S S
Sy =ISIYP(X1 y,z)ds M, = SI(X2 + yz)p(x, y, z)ds.
=2,y =S g Sy My =[5+ yE+2?)p(x,y, 2)ds
m m m $

IToBepxHeBi iHTErpanu Apyroro poay

Hexail y koxHill To4Ili IBOCTOPOHHBOI MOBEPXHI S :z = z(x, y) 33JaHO
HerepepBHe BEKTOPHE T0JIe, TOOTO BU3HAYEHO BEKTOP-(DYHKIIiI0
F(xY,2) =P(X,y,2)i +Q(x,Y,2)] +R(X,y,2)k (4.8)
1 3aJaHO JIOJATHUIM HANPSIMOK HOpMaii 10 MNoBepxHi i . Hampsmox
HOpMaii A 10 MOBEPXHI z = z(x, y) BBAXKAETHCA JOJATHHUM, SIKIIO KYT MiX
A 1 oCIMU KOOpAMHAT TOCTPHH.
ToTokoM BekTop — QyHKLii F(X,Y,Z) 4epe3 Opi€HTOBAHY MOBEPXHIO
HA3UBAETHCS MOBEPXHEBHI THTErPaII TIEPIIIOT0 POILY
[[(F,n)ds. (4.9)
S

IaTerpan (4.9) Ha3uBaIOTh TAaKOXK MOBEpXHEBUM iHTerpanom Il pomy.
[Ipu 3miHi opieHTamii MOBEpXHI HA MPOTWUJIEKHY iHTEerpan (4.9) 3MiHIOE
3HAK.

Hnsa noBepxHeBoro iHTerpana Il pony BHKOPHCTOBYIOTH Ie W Taki
MTO3HAYEHHS:

I (F,n)ds = [[ F,ds = [[ (Pcos(n, x) + Qcos(n, y) +Rcos(n, z))ds =

=[[(P(x,y,z)cosa+Q(x,y,z)cosp+R(x,y,z)cosy)ds

cosods = +dydz, cospds =z+dxdz, cosyds =+dxdy,
il o, B, y PO3YMIIOTb KyTH, YTBOPEHI HOPMAJLIIO 10 IOBEPXHi 3 OCAMHU
Ox, Oy Ta Oz BiINOBiAHO. 3HAaK ILIIOC BUOUPAIOTh, SKIIO KYT TOCTPUIA
(Puc.4.2a) i minyc, sikmio tynuit (Puc. 4.20).
Jis 00umMCIIeHHs TOBEPXHEBOTO iHTErpaia JAPYroro pojy MpoeKTyIOTh
MOBEPXHIO S Ha BCi TPU KOOPAUHATHI IJIONIMHU i OTPUMYIOTh



Puc 4.2a. Puc. 4.26.
[[P(x,y,z)dydz +Q(x,y,z)dxdz + R(x, y,z)dxdy =
S

== [[ P(x(y,2),y,z)dydz + [[ Q(x,y(x,z),z)dxdz+  (4.10)

Dy, Dy,

£ [[ R(x,y,z(x, y))dxdy.

Dyy

D,,,D.,D,, npoekuii MoBepXHi S Ha IUIOMMHU Oxy,Oxz,Oyz

BIAMOBIIHO. 3HAK IUIIOC BUOMPAIOTh BIAMOBIAHO J0 OPIEHTAIli TOBEPXHI.
Tak B iHTerpaii ” P(x(y,2),y,z)dydz, Gepyrs 3HaK “mrroc”, SKIIO
Dy,
HOpMaJlb 10 MOBEPXHI YTBOPIOE FOCTPHI KYT 3 BICCIO Oy , @ 3HAK “MiHYC”
SIKIIO TYTHI.
@opmyna Ocmpozpaocvkozo-I'aycca
Axmo dyHKUii P(x,y,z), Q(X,V,z), R(X,y,z) HEIEPEpBHi pa3oM 31
CBOIMH YaCTHHHUMH TOXiTHIMH MIEPIIOTO MOPSAKY B JEAKii IPOCTOPOBIi
obmacri V, cnpaBennmuBa dhopmyna Ocmpozpadcvkozo-I aycca

m(ap 53 ZRjdxdydz _H( Pdydz + Qdxdz + Rdxdy) (4.11)

e S — IOBEpXHS, 0 OOMEXYE O6J'IaCTL V 1 inTerpyBaHHS NIPOBOIUTHCS
IO 30BHIMIHIA CTOPOHI.

®opmymna (4.11) cmpaBemmBa IIsl AOBUIBHOI OONACTi, Ky MOXHA
po30MTH Ha CKiHUEHHE YHCIO 00nacTed , IO BiANOBiNAIOTH BUMOTaM
dhopmymnu (4.11).

@®opmyny (4.11) MoXHA BHKOPHCTOBYBATH [UISl 3HAXOKEHHS
MOBEPXHEBUX IHTETPaJiB IPYroro poay Mo 3aMKHEHHM TOBEPXHSIM.

3acTrocyBaHHSI NOBEPXHEBUX IHTErpajiB Apyroro poay

44



3 101oMOrolo MOBEPXHEBUX IHTErPaIiB MOXKHA 3HAUTH 00’ €M Tiia
0OMEKEHOr0 3BepXy MoBepXHeto S, (Z=12,(X,Y)), 3HU3Y OBEPXHEIO ,

S,(2=2,(X,y)) 3 GOKiB LATIHAPHYHOI IOBEPXHEIO Sy, TBIPHI AKOI

napaienbHi oci Oz

V= %Lj(xdydz + ydxdz + zdxdy )

e S=5+5,+5S;.

IIpuxknagu po3B’A3yBaHHA THIOBUX 3a1a4

Mpuxaax 1. O6uuciuti HOBerHeBI/Iﬁ IHTErpas Mepuioro poay

Ty S (A+x+y)?*’
Ie S — MOBEepXHS TeTpaeapa, 0OMeXEHOT0 KOOPIUHATHUMU TUIOIITMHAME
Ta IJIOMUHOK x + y + z =1. ( Puc. 4.3).
Po36’sazanns. Terpaeap 06MeXyOTh YOTHPH TPUKYTHI TpaHi: rpanb D,
NEKUTH y TWIOMWMHI 2 =0 (x+y=1, 0<x<1, 0<y=1), rpaib D, nexunrs
Yy IUIOMMHiy=0 (x+z=1 0<x<1 O<z<1), rpanp D, nexuts y

wiomuHi x=0 (y+z=1 0<y<1 0<z<1), a rpaib D, y miomuni
x+y+z=1. llo3HayuMO NOBEpXHEBl IHTErpalud 3a BiANOBIIHUMHU

rpausmu uepes I, 1, I3, 1, 3a  dopmynoro  (4.4), wmaemo

D4
D, Ds

D. 1y

Puc. 4.3 Puc. 4.4
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dxd 1 1x d
=] =[x [ —

——— =dx| - 1
o L+x+y)Y o o @+x+y)® o 1+ X+Yy

! 1 1Y
g(——ijdx (In(1+ X) —Exjo

B cumy cumerpii mimiHTerpalbHOTO BHpazy Yy  BUXITHOMY
MOBEPXHEBOMY iHTErpasi BiIHOCHO X i Y cHpaBemInBa PiBHICTH

=i dzdx _H dzdyzzlg;

b, (1+ x) b, (1+Y)

dzdy _ G dy Y t(@-y)dy _
££(1+y) £(1+y)2£ I(1+y)

1-x

0 ]

:In2—1.
2

1
1

_ tdy [
I(1+y) !,1 (1+

Pipusinns rpani D, MoxkHa 3anmcaty y B 7z =1— x— y (x,y)eD,

—In(1+ y)j —In2.

0

Ockinbku Z, =—1, Z;, =-1 TO

ds =1+ +2z/dxdy = \/1+ (-1)? + (=1)?dxdy = /3dxdly.

I'pans D, npoekryeThcs mHa mmommny Oxy B rpans Dj, Tomy

J3ds

CIIpaBeIINBa PIBHICTH
-] -3,

l, =
H (1+x+ y) o L+ X+ y)
Jlonarouu iHTErpany, 3HaX0IMMO 3HaYSHHSI BUXITHOTO IHTErpaia:
L=l + 0+ 1+, =1+/3)1,+2l, =

= @++/3)(In 2—%) +2(1-In2)= 3_2*@ +(3-DIn2.

Hpukaag 2. O6uucnauTy IUIOUly YAacTHHU IIOBEPXHI mNapadonoiga
obepraHHs 2Z = X2 + y2 , sIKa OOMEeXeHa UIHAPOM X2 + y2 =R?,

Po36’s3annsa. BinmosimHo 10 q)opMyn (4 2) 1a (4.4)
S = ﬂm_ﬂ$+ (2, ) deay,

ne D — mpoekris wactuau noBepxHi (puc. 4.4), M0 IiKaBUTh HAC, Ha

46



IWIONMHY Oxy - TyT Z; =X, Z, =Y, Tomy

S = [[/1+x* + y*dxdy.
D

Ob6nacte D € kpyr pagiyca R 3 meHTpoM B OYaTKy KOOPJUHAT, TOMY
MEPENIEMO 10 MONAPHUX KOOPAMHAT: X = pcosg, Y = psing, 0< ¢ < 27,
0 < p <R. Bpaxosyroun, Mo dxdy = pdpde OTPUMAEMO!

2n 3
S= J'd(pjwll+p pdp=27- —J\/1+p d(p?+1)=="= {(1+R )2 — }

Hpuxaag 3. OOYMCIUTH KOOPAMHATH IIEHTPAa Mac OIHOPIIHOL
niBchepu X2 +y? +2°=R?, 2>0.

A

Puc. 4.5 Puc. 4.6 Puc. 4.7

Po3zé’szanna. Tak sk miBcdepa OMHOPiIAHA, TO MOXKHA BBaKaTH, IO
ryctuHa mscepu — p =1. Toxi3a (bopMyJIOIo 4.2)

M = (s _jj\/1+ (2, ) axdy =

dxdy

x? y? R
=[[. 1+ + dxdy =[] ———oou
IDf\/ R?—x*—y? R?-x*-y? d ”«/R 2-x%—y?
IIpoekuiero D moBepxHi S Ha IUIOMMHY Oxy € Kpyr paziyca R.

[Tepeitapemo 10 NOMAPHUX KOOPAUHAT
X=pCcose, y=psing, 0<p<21r, 0<p<R, dxdy =rdrdop
1

d an R R d R 5 5 2d 5 9
M =[fds=] wi—mp p=-mR[(R*~p*) "d(R*~p?)=
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=-2nR(0-R) = 2nR%.
Koopnunary Z, uentpa mac Bu3HadaemMo 3a ¢opmynowo (4.7) i

aHaJIOTIYHO, SIK TIPM 3HAXOMKEHHI Mach NepedzieMo A0 MOJSIPHUX
KOOpJIMHAT

Zc=$£ﬁd5— ZINRZ—X —y*-

R

=5

dxdy—
2R p
T 2nR? 2

—RI<pI

2nR? §

0
B cuny cumerpii miBehepu X, = Y,. Takum 4uHOM, KOOpAWHATH IICHTPA

. S R

Mac 3aaHoi ogHopinHoi miBchepu — X, =0, y, =0, Z, :E.

MNpukaan 4. O6umcnuTu noBepxHeBHH iHTErpan | = [[z?dxdy 1o
S

30BHiImHIN moBepxHi miBchepu X2+ Yy +2z°=Yy,z>0 (30BHIimHS
MOBEPXHSI BU3HAYAETHCSI HOPMAJISIMH, CIIPSIMOBAHUMHU BiJ| IICHTPY ).
Po3é’szanna.  MaemMoO TIOBEpXHEBHH  iHTETpaj JIpyroro  pojy.

Ckopucraemoch  opmymnoro (4.10) i mepeiimeMo Big ITOBEPXHEBOTO
iHTerpamy no mnogsiiiHoro. IliBchepy S MokHa 3amatm  (pyHKITIEIO

:Jy—xz —y?, (%,Y)eD, ne D — npoexist miBchepu Ha IUTONIUHY

2
1
Oxy , L0 € KpPyrom pagiyca E: x2+[y—5] SZ. Hopmam mo

30BHILIHBOI TOBEPXHI MiBCEpH YTBOPIOIOTH TOCTPHH KyT 3 Biccio Oz
(puc. 4.6), Tomy iHTerpan 36epirae cBiit 3uak. IlepeiimemMo 10 MOIAPHUX
KOOpAWHAT X = pPCOS®, Y= psin o®. PiBHsHHA KOJIa p= sin o, o< ¢ < T,
0<p<sing.

T sm

szdxdy ﬂ(y x? — y?)dxdy Idcpf (psing—p?)pdp =

= sin ¢ sin? () Ty
g[ 4 } ¢ 12{ ¢do
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=if 1_0052(p+1+0054(p d(p:l.
12,5\ 4 2 8 8 32
Tyr Oyno BuKOpUCTaHO (DOPMYJIM  TOHMIKEHHS  CTENEHs IS
TPUTOHOMETPUYHUX (QYHKIIIH
2
sin o= (1-c0s2¢)” 1-2c0s2¢p+cos?2p 1-2c082¢ , 1+cosde
4 4 4 8 '
HNpukaax 5. OGuucintn moBepxHeBuid imterpan | =[[zdxdy mo
S

. ) L. R NC R
30BHIIIHINM CTOPOHI KOHIYHOT MOBepxHI Z=4/X" +Y .

Po36’si3annsn. Maemo ioBepxHeBU iHTerpan nIpyroro poay. IToBepxHs

S (puc. 4.7) 3amaetbcs pPIBHSHHAM Z = x/XZ + y2, (x,y)eD, ne D-
npoekiis miBcdepu Ha IUIOIMHY Oxy — Kpyr paniyca 1: X2 +y? <1,
Buxkopucropyemo ¢dopmyny (4.10), mepeiimemMo Big IOBEPXHEBOTO
iHTerpamy A0 moasiiaoro mo obnacti D . Temep moaBifiHuil iHTErpa y ik
dhopmyii Tpeba B3ATH 31 3HAKOM “MIHYC”, TaK SK ITOBEPXHS Opi€HTOBaHA
HOpMAJISIMH, IO CKIaAaoTh 3 Biccto Oz Tymmid kyT. llepeiimemo B
MOABIMfHOMY  iHTerpai 0 TOJNIPHUX KOOPIHWHAT X =pPCOSQ,

y=psing, 0<¢@<2n, 0<p<1, OTPUMAEMO:

2n 1 2
| ffacy—— [ R vy~ dfpidp -2
S 0 0

><2+y2 <1
Hpukaan 6. O6uncauTy noBepxHesuil interpan | = [[zcosyds, ne S
S

30BHiLIHA cTOpoHa cdepn X2 + Y2 +72° =1,

Poz¢’sazanna. B paHomy — BUNAIKY
aruTikaTy Z HEe MOXKHA 3aJaTh AK (YHKIIIFO
z=1z(x,y) Ha BCili IOBEpXHI IHTErpyBaHHs

S (puc. 4.8). Po3i6’emo nmoBepxHio S Ha aBi
YaCTMHHM: YACTHHA O, IO JEKHTH HaJ
TLIOIIMHOK Oxy , | YaCTHHA Sy, IO JEKUTH
Ml Hewo. IXHiMM piBHAHHAMEM  OyIyTh
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2=1-¥—y? i 2=—1-x*—y?,

Toni maemo

I = ﬂ zcosyds = [[ zcosyds + || zcosyds.
S S,

S, 30BHIIIHA cTOpOHAa YacTMHHM c(epH, PO3TAIOBAHOI HAJ ILIONIMHO
Oxy, 10 € BEPXHbOIO CTOPOHOIO HiBcdepH, ToMy 3a Gopmyroro (4.10)

ﬂR(x y,z)cosyds = +jj R(x,Y,z(x,y))dxdy,

HZCOSde jj\/ —x* - y?dxdy,

ne D — kpyr x2+y <1. 3Hak mepexa IHTErpajioM “IUTIOC” OCKUTBKH

HOPMAaJTh JI0 30BHIIITHBOT MOBEPXHI YTBOPIOE TOCTPUH KyT 3 Biccio Oz.
S, 30BHILIHA CTOPOHA MiBC(epH, PO3TAIIOBAHOI i/ MIOLIMHOI OXy ,

1o € 11 HIKHBOIO CTOPOHOI0, TOMY BioBiHO 110 (4.10). iHTerpan depemo
31 3HAKOM “MIHYC”, OCKUIPKH HOPMallb yTBOPIOE TYMHUH KYT 3 Biccio Oz.

[[ zcosyds = —[[ (—/1— x? — y? )dxdy = [[ {1 x? — y2dxdy,
S, D D

ne D —xpyr x? +y? <1. B pesyasraTi OTpEMy€EMO

| = [[\1-x* — y2dxdy + [[\1- x? - y?dxdy =2[[ /1 - x* — y®dxdy
D D D
2n 1 1 4
=2[ doJ1-p*pdp=—2n] {1-p*d(1-p’) ="
0 0 0

Mpuxaang 7. O6uuncnutn TTOBEpXHEBUH iHTerpan
| = [[ yzdydz + xzdxdz + xydxdy, xe S 3oBHimHs cropoHa (HOpMAlb JO
S

SIKOT YTBOPIOE 3 OCSIMH KOOPJHMHAT TOCTPUHN KyT) TPUKYTHHUKA, YTBOPEHOT O
MEPEeTHHOM IUIOLIMHU X + Y + Z =a 3 KOOPAWHATHUMHU IUIOIMHAMH.

Pos6’sa3anuns. Maemo ToBepXHEBHIA iHTErpai Apyroro poxry. HeooxinHo
3HaWTH MpoekLii noBepxHi S (puc. 4.9) Ha KOXHY i3
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Puc. 4.9 Puc. 4.10

KOOPAMHATHUX IUIOIIMH 1 3acTocyBatu ¢opmyny (4.10). BiamosigHo mo
YMOBH TOBEPXHI S BiANOBiNaE TPUKYTHUK ABC 1 MPOEKIISIMU TaKOXK
OyayTh TpUKYTHUKH. OOUYUCIMMO KOXEH 13 IHTerpaiiB oOKpemo. Y
HepUIOMy iHTerpaji IpOEKIi€l0 Ha IUIONMHY Oyz Oyae TPHKYyTHHK
ACOB . 3oBHImHSA HOpMaJIb A A0 TIOMUHNA ABC CTaHOBHTH TOCTPUI
KyT 3 Biccto OX, TOMYy TIOBEPXHEBHH IHTErpajl JOPIBHIOE MOIBIHHOMY
IHTETpay 1Mo TpHKyTHHKy ACOB i3 30epexeHHSIM HOro 3HaKa:
l, = jj yzdydz = [[ yzdydz.
ACOB
Pipastaas ninii BC Mae BUTISAA z+Yy=a, Z=a—Y, TOMy OTPIMAaEMO

a e 22\ 1a
=IydyI ZdZ—Iydy(zj 2Iy(a y)’dy =
0 0

4

3 4
a
a?y-2ay? +yY)dy=>|a? L —2a¥ + ¥ | 2
I(yyy)y[2 30| "
Po3risiHyBIIM PUCYHOK, JIETKO MTOMITUTH, IO MPOCKLISIMHU TOBEPXHI S
Ha KOOPJIWHATHI IDIOMIMHA OYAyTh PiBHI TPUKYTHHUKH i HOpMaIb N 0
wiomHN ABC yTBOpPIOE 3 OCSIMU Ox, Oy, Oz roctpi kytu. Tomy

a4

24

|1—|2—|3:

B pesynbTati orpuMaemo
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4 a.4

a
=L +1,+1,=3.>==
1o s 24 8

Hpukaan 8. O6unciuTH nmoBepxuesuii interpan | = [ xydxdy, ne S
S

30BHIIIHS CTOpPOHA IOBEPXHI TeTpaenpa, 0OOMEKEHOTrO KOOPIMHATHUMU
TUIOIMHAMH Ta IUIOIIHHOK X + y + z =1.

Po3g’azanna. TloBepxHsS S  CKIANA€TbCsl 3 HYOTHPHOX TIpaHEi.
ITo3HayrMo BiAMOBIIHI MOBEPXHEBI IHTErpay 10 TPaHAX TeTpaeapa (puc.

4.3) uepes Iy, 1,, 15, |,. Heobxinno cnpoekrysatu kosxHy 3 rpaHeii Ha
wiomuHy Oxy. I'pans D) yxke nexuTs B uili niomusi i HopManb J0

30BHINHLOI ToBepxHi rpani D, yrBoproe 3 Biccro Oz KkyT T, Tomy
IHTErpaJ MiHsi€ 3HaK

1 1-x 1 y2 X 11 )
I, = [ xydxdy = —[dx [ xydy =—[xdx| =~ | =—=[x(1—x)"dx.
D, 0 0 0 2 0 2%
Hpoexuii rpaneii D,, D; na mmommny oxy € ninii, Tomy Bignosimsi
IHTErpay JOpIBHIOKTh HYIO: |, = [[ xydxdy =0; I, = [[ xydxdy =0.
D> D3

Mpoexuis rpani D, na miommny oxy cnisnagae 3 Dy, onnak Hopmains 1o
D, yrBoproe 3 Biccro Oz ToCTpHii KyT, TOMy iHTErpa He 3MiHIOE 3HAK
1 1-x
l, = [[ xydxdy = [dx [ xydy.
Dy 0 0
Orxe, | =1, +1,+1;+1,=0.

Mpuxaax 9. O6UNCTUTH TOBEPXHEBUIA IHTETPAI

| = [[—xdydz + zdzdx + 5dxdy,
S

JIe S — 30BHIIIHS CTOPOHA ITipaMian, OOMEXeHOI TUTOINHAMHI
2x—3y+2z=0, x=0, y=0, z=0(puc. 4.10).
Po3g’azaunsa. Cropucraemocs ¢opmynoro Ocrtporpancskoro—Iaycca

-1, @ =0, @ =0, ToMy
oy oz

| = [[(—xdydz + zdzdx + 5dxdy ) = [[[(~1+ 0+ 0)dxdydz =
S \

(4.11), ne P=x, Q =2z, R=5. IloxiaHi %:
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——J[fdv=-2-3-6--6.

Hpuxnag 10. OO6uncnutu MTOBEPXHEBU I iHTErpan
| = [[x*dydz + y°dzdx + z%dxdy , ne S 30BHilHA mOBepXHS cdepu
S

X +y?+2° =a’.

Po3g’szauns. TloBepxuesuii interpan Il pony 3BeaeMo A0 MOTpiHOrO
iHTerpajia, BAKOpUCTOBY0un dopmyiny Octporpaacskoro-I'aycca (4.11).

Tyr P=x3, Q=y* R=2%, £:3x2, @:3y2, R 32

OX oy oz
1 HeOOXiH1 YMOBH JuIs 3acTocyBanHs popmynu Octporpaacskoro-I"aycca
(4.11) Buxonyrotscs. Tomi
| = [[x*dydz + y*dzdx + z°dxdy = [[f (3x2 +3y? +32° )dxdydz
S

2 2.2

X2 +y?+7%<a

B nexaproBiii cucTeMi KOOpJIUHAT OOYHCIIIOBATH MOTPIHHUIE THTErpall,
koiu 00'eM oOMexeHuit cdheporo HemomiisHO. [leperimemMo 10 ceprudaHol
CUCTEMH KOOpAMHAT: X=rsin@cos, y =rsindsine, z=rcoso,
0<p<2r, 0<O6=<m, O<r=<a.

2n b4 a 5 5

. a na
| =3[ do[sin0de[r*-r’dr :3-211-2-?:12?.
0 0

0

3anuTaHHsA JJIA caMonepeBipKu

1. ki moBepxHI Ha3WBaIOTh IBOCTOpPOHHIMH? HaBecTm mpukIan
OJTHOCTOPOHHBOI MOBEPXHi.

2. Jlatu o3HaYEHHS MOBEPXHEBOTO IHTErpalia MepIIoro pomy.

3. Ik OOYMCHIOETHCS TIOBEPXHEBUH 1HTErpaj MepIoro poay?

4. Jlosecty, mo [fcos(n,z)ds=0, sKkmo S 3aMKHyTa IIOBEPXHS, i
S

HOPMaJIb J10 IOBEPXHI.

3aBgaHHA AJI9 CAMOCTIIHOT0 BUKOHAHHSA

3apaanns 1. OGUMCINTH KOOPAMHATH LIEHTPY Bark YaCTUHU MOBEPXHi
2
KOHyca X° + y? :—222 , 1[0 BIJICIKA€THCS TUIOIUHOK Z = H.
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3aBaanns 2. O0UMCIUTH KOOPJMHATH [ICHTPA MaC CErMEHTA MOBEPXHI
chepu X%+ y? +2% =R?, mo0 BiACIKA€ThCS MIOMKMHOI Z =H.
3apnanns 3. O0UYHCIUTH TOBEPXHEB] IHTErPaIH:
3.1. [[x*dydz + y®dxdz + z°dxdy, A€ S — 30BHIilIHS CTOpOHA Cepu
S

x> +y®+2° =R?
3.2. ﬂ x2+y2ds, ge S — OlyHa TIOBEPXHS  KOHYyca
S
2 2 2
X +Y _Z _0 0<z<hb
a“ a° b
3.3. [[[xcos(n,x)+ycos(n,y)+zcos(n,z)|ds, me S — 3amKHyTa
S
IIOBEPXHS

Bimnoini: 1. X, =0, y, =0, zcng.z. x =0, y, =0, z =+ H

2na’+/a® +b?

3.1. mR*. 3.2, 3 3.3. 3V, (V — 00’em Tista, 0OMEKEHOTO

MOBEpXHE S ).
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	ВСТУП
	Тема 1. ПОДВІЙНІ ІНТЕГРАЛИ
	План
	Література: [1]- [5].
	Методичні рекомендації (1)
	Після опрацювання матеріалу теми 1 студент повинен знати: означення подвійного інтеграла та його властивості, методи обчислення, геометричні та механічні застосування подвійного інтеграла; уміти: обчислювати подвійні інтеграли в декартових та полярних...
	Для спрощення обчислень подвійного інтеграла , де ― неперервна в області D, інколи переходять від прямокутних декартових координат х і у до нових криволінійних координат u і v.  Якщо змінні  пов’язані з  співвідношеннями
	,
	де неперервні і диференційовні функції ,  встановлюють взаємно однозначну відповідність між областю  площини  і областю  площини , то справедлива формула заміни змінних в подвійному інтегралі:
	(1.4)
	де якобіан
	.
	Приклади розв’язування типових задач
	Приклад 1. Обчислити повторний інтеграл
	Розв’язання. Обчислимо внутрішній інтеграл, вважаючи що у – стала:
	Розв’язання. Шуканий інтеграл дорівнює
	Приклад 5. Змінити порядок інтегрування в повторному інтегралі
	. (1)
	Розв’язання. Побудуємо область інтегрування . Область інтегрування  розміщена у смузі між прямими  та  обмежена зверху кривою  і знизу прямою (рис. 1.4). Для зміни порядку  інтегрування, спроектуємо область  на вісь , отримаємо відрізок . З рівнянь кр...
	Приклад 6. Розставити межі інтегрування в подвійному інтегралі , якщо область  обмежена колами   і .
	Приклад 9. Обчислити подвійний інтеграл  якщо область  – круг
	Розв’язання. Оскільки область інтегрування (рис. 1.10) – круг радіуса 2 з центром в точці (0; 2) і  підінтегральна функція містить суму  то в інтегралі перейдемо до полярних координат.
	В полярних координатах рівняння кола  набуває вигляду  Область  переходить в область :
	За формулою (1.5) маємо:
	Приклад 10. Обчислити площу фігури, обмеженої кривою
	Розв’язання.  Оскільки рівняння лемніскати містить вираз , то зручно перейти до полярних координат,  і обчислити площу фігури за формулою
	Крива симетрична відносно осей координат (рис. 1.11), тому достатньо знайти площу частини фігури D, що міститься в першій чверті, і отриманий результат помножити на 4.
	Рівняння лемніскати в полярних координатах:
	Запитання для самоперевірки
	План (1)
	Література: [1-5].
	Методичні рекомендації (2)
	Після опрацювання матеріалу теми  2 студент повинен знати: означення потрійного інтеграла та його властивості, методи обчислення, геометричні та механічні застосування потрійного інтеграла; уміти: обчислювати потрійні інтеграли в декартових, сферичних...
	1. Обчислення потрійного інтеграла
	Приклади розв’язування типових задач (1)
	Приклад 1.  Обчислити інтеграл
	Розв’язання. Обчислимо внутрішній інтеграл по змінній z, вважаючи х та у сталими:
	Інтегруємо отриману функцію по у (х –  стала):
	Приклад 2.  Обчислити інтеграл  де область G обмежена площинами
	Розв’язання. Область G(рис.2.2)  – пряма призма, основами якої є трикутники в площинах  і бічні грані лежать в площинах   Розставимо межі інтегрування. Зовнішнє інтегрування проведемо по змінній z: Проекцією області на площину є трикутник Тому
	Приклад 3. Обчислити інтеграл  де область G обмежена поверхнями
	Розв’язання. Проекцією області G(рис. 2.3)  на площину Оху є
	є область D:  Для кожної точки  маємо тому
	Приклад 4. Обчислити інтеграл де область G обмежена циліндром  та площинами
	Розв’язання. Проекцією області G (рис. 2.4)  на площину Оху є круг D:
	В області інтегрування   змінюється від 0 до 3, тому
	Приклад 5. Обчислити інтеграл  де область G обмежена поверхнями
	Розв’язання. Проекцією області G (рис. 2.5)  на площину Оху є круг радіуса 2 з центром в початку координат, тому для інтегрування зручно перейти до циліндричних координат. Рівняння поверхонь в циліндричних координатах:   та Область G переходить в обла...
	За  формулою (2.2) маємо:
	Приклад 6. Обчислити інтеграл  де область G обмежена сферою  (рис. 2.6).
	Розв’язання. Запишемо рівняння поверхні у сферичних координатах:
	За формулою (2.3):
	Приклад 8. Обчислити координати центра маси тіла, обмеженого поверхнями , , , ,  ().
	Далі маємо
	Запитання для самоперевірки (1)
	Завдання для самостійного виконання
	Завдання 1. Обчислити задані повторні інтеграли.
	1.1.  1.2. 1.3.
	Завдання 2. Обчислити потрійні інтеграли.
	2.1.  де область G: обмежена площиною  та конусом
	2.2.  де область G обмежена площинами
	та параболоїдом  (у першому октанті).
	2.3.  де область G обмежена площинами
	Завдання 3. Обчислити інтеграли, переходячи до циліндричних або сферичних координат.
	3.1.  де область G:
	3.2. де область G:
	3.3.  де область G:
	3.4  де область G:
	3.5.  де область G:
	Завдання 4. Обчислити об’єм тіла, обмеженого поверхнями.
	4.1.
	4.2.
	4.3.
	4.4.
	Завдання 5. Знайти масу тіла заданої G форми з заданою густиною
	5.1. G –  куб з ребром 1,
	5.2. G:
	Завдання 6. Знайти статичні моменти прямокутного паралелепіпеда з ребрами відносно його граней.
	Відповіді: 1.1. 6. 1.2.  1.3.  2.1.  2.2.  2.3.  3.1.  3.2.  3.3.  3.4.  3.5.  4.1. 8. 4.2.  4.3.
	План (2)
	Література: [1-5]. (1)
	Методичні рекомендації (3)
	Після опрацювання матеріалу теми студент повинен знати: означення та властивості криволінійних інтегралів першого та другого роду; уміти: вміти обчислювати інтеграли в різних системах координат.
	1. Криволінійні інтеграли першого роду.
	Криволінійний інтеграл першого роду (криволінійний інтеграл по довжині дуги ) позначається так:
	(3.1)
	Основні властивості криволінійного інтеграла першого роду
	1.
	2.  Якщо крива L є об’єднанням дуг L1 та L2, то
	Обчислення криволінійного інтеграла першого роду
	Нехай крива задана параметричними рівняннями
	(3.2)
	де функції  і  та їх похідні  ̶  неперервні. Тоді інтеграл (3.1) обчислюємо за формулою:
	(3.3)
	Якщо просторову криву L  задано рівняннями     то
	. (2)
	У випадку кривої, заданої явним рівнянням
	(3.4)
	Якщо криву L задано у полярних координатах:  , то
	(3.5)
	2.  Застосування криволінійного інтеграла першого роду
	Механічні застосування криволінійних інтегралів першого роду
	Якщо лінійна густина кривої , то маса всієї кривої дорівнює
	(3.6)
	Статичні моменти кривої  відносно осей  і :
	(3.7)
	Моменти інерції  щодо осей  і  і початку координат:
	, ,    (3.8)
	Координати центра мас матеріальної кривої:
	(3.9)
	Обчислення площі циліндричної поверхні
	Нехай задана циліндрична поверхня (рис. 3.1), напрямною якої в площині  є лінія  і твірні якої паралельні осі
	Рис. 3.1.
	Площа  частини поверхні, що знаходиться між лініями  та L1, де апліката точки L1, є функцією координат точки  лінії знаходиться за формулою
	(3.10)
	Для просторової кривої L:
	Умови незалежності криволінійного інтеграла другого роду від шляху інтегрування
	Інтеграл  не залежить від шляху інтегрування, якщо функції  та похідні ,   неперервні і
	(3.21)
	Якщо умова (3.21) виконується, то вираз  є повним диференціалом деякої функції , тобто  і тоді
	(3.22)
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